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あらまし 階層型ニューラルネットワークのように，入力からも出力からも直接には働きを定められていない
隠れた部分をもつ学習モデルは，パラメータが特定不能になり，フィッシャー計量が縮退するという特徴をもつ．
このようなモデルを特異モデルと呼ぶ．論文 [1]～[3] において，学習モデルのゼータ関数の極が，特異モデルの
ベイズ推測に関する確率的複雑さの漸近形を与えることが示されている．ここで学習モデルのゼータ関数は，カ
ルバック情報量と事前分布より定まる 1 変数複素関数である．しかし，今まで，計算が複雑なため，数例におい
て，その漸近形の主要項の上限は得られていたが，値は求められていなかった．この論文では，階層型ニューラ
ルネットワークにおいての主要項を求めるための計算方法を示し，確率的複雑さの厳密な漸近展開を与える．
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1. ま え が き

階層型ニューラルネットワークや混合正規分布，ボ

ルツマンマシンなどの学習モデルは，パラメータが特

定不能になり，フィッシャー計量が縮退するという特

徴をもつ．例えば，三層ニューラルネットワークにお

いて，パラメータ w が，学習モデルよりもより少な

い隠れユニット数をもつモデルを表現する時，フィッ

シャー情報行列 I(w)が特異（detI(w) = 0）になる．

すなわち，小さなモデルを表現するパラメータが大き

なモデルを表現するパラメータの解析的集合となる．

このようなモデルを特異モデルと呼ぶ．特異モデルに

は，正則モデルに用いられる方法，例えば，モデル選択

法であるAIC [4], TIC [5], HQ [6], NIC [7], BIC [8],

MDL [9]などは適用できない．したがって，様々な情

報工学などの問題に適用されている特異モデル解析の

研究は，早急に必要である．
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近年，ベイズ推測において重要な役割を果たす確率

的複雑さが，次のように特異点解消により構成された

方法論と数理的に緊密な関係をもつことが明らかに

なった [1]～[3]．サンプル数が nのときの学習モデルの

確率的複雑さ F (n) は，ある有理数 λと自然数 �が存

在して F (n) = λ log n− (�− 1) log log n+O(1) とな

る．ここでO(1)は nの有界な関数である．ベイズ推測

における汎化誤差（真の分布からベイズ推測された分

布までのカルバック情報量の平均値）G(n) は，漸近展

開可能であれば，確率的複雑さの差分 F (n+1)−F (n)

に等しいものであるが，上記の定数 λ及び �を用いて

G(n) ∼= λ/n− (�−1)/(n log n)となる．この λ及び �

が，学習モデルのゼータ関数より決まり，特異点解消

の方法を用いて計算される量である．ここで，学習モ

デルのゼータ関数とは，カルバック情報量と事前分布

より定まる 1変数複素関数である．正則な統計モデル

では，λ = パラメータ数/2, � = 1 である．特異モデ

ルのベイズ推測に関する学習曲線は，たくさんの特異

点が局所的に引き起こすすべての学習曲線の下側にあ

り，この結果，正則な統計モデルよりも常に優れた学

習が実現されている．現在，λを確率的に計算する方

法が提案されたり [10]，三層ニューラルネットワーク

の場合 [11] や縮小ランク回帰モデル [12] の場合に，λ

の上限が得られているが，実はこのような数理の確立
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にもかかわらず，計算を行うことは非常に困難で，λ

の値そのものを計算することはまだ行われていなかっ

た．実際，ゼータ関数の極の値に関しては，数学の分

野においても概均質ベクトル空間などの特別な場合に

しか研究されていないのが実情である．また，特異点

解消は，広中の定理により，原理的には有限の手続き

により行うことが知られており，その存在が保証され

ているが，具体的に求めるのは難しいとされている．

更に情報学における学習モデルのカルバック情報量は

中間ユニット数などのパラメータ（例えば，4.におけ

る式 (3)の p）を含んでいるため，確定された多項式

の特異点解消よりも，高度な面を含んでいる．

この論文では，中間ユニット数のようなパラメータ

を含む学習モデルの確率的複雑さの主要項の係数 λを

求めるために，帰納的に特異点の解消を行う方法を提

案し，三層ニューラルネットワークへの応用を通して，

その有用性を明らかにする．

本論文で提案する方式の情報論的な意義としては，

まず，本論文の方法により初めて，三層パーセプトロ

ンの確率的複雑さの挙動が解明でき，複雑な学習モデ

ルの性質が，他の単純なモデルとは，どのように異な

るのかについて科学的な知識が得られたということで

ある．次に，三層パーセプトロンのように複雑な学習

モデルの選択やハイパパラメータの設計において，周

辺ゆう度の値を理論計算することができなかったので，

特異点をもつ学習モデルにMCMC法を適用した場合，

どの程度正しい値が得られているかを確認することが

できなかった．三層パーセプトロンの周辺ゆう度の理

論値が得られたことにより，今後，MCMC 法の精度

を解明することや，MCMC 法の精度の改良法などを

考察すること，更には事後分布の近似に優れた学習ア

ルゴリズムを作るときの基盤が作られることになる．

本論文の構成は次のとおりである．2.では，ベイズ

学習理論の枠組みを，3.では特異点解消について説明

し，4.では主目的である三層型ニューラルネットワー

クにおいての主要項 λを求める．

2. ベイズ学習理論

ここでは，論文 [1]～[3] において得られているベイ

ズ学習理論の概略を説明する．

入出力の空間を x ∈ R
N，パラメータの空間を

w ∈ W ⊂ R
d とする．学習モデル p(x|w) とその

事前分布 ψ(w)が与えられているものとし，真の分布

は学習モデルに含まれているものとする．その真の

分布を p(x|w0)と仮定する．p(x|w0) に従う独立なサ

ンプルを Xn = (X1,X2, ..., Xn) とすれば，事後確

率 p(w|Xn)を p(w|Xn) = 1/Znψ(w)
∏n

i=1
p(Xi|w),

によって定める（Zn は正規化定数）．また，ベイズ推

測は p(x|Xn) =
∫

p(x|w)p(w|Xn)dw, と定義される．

このとき，汎化誤差 G(n) は，サンプル Xn に関する

平均である En{・} を用いて，

G(n) = En

{∫
p(x|w0) log

p(x|w0)

p(x|Xn)
dx

}
, (1)

で定義される．カルバック情報量を K(w) =∫
p(x|w0) log(p(x|w0)/p(x|w))dx, 経験カルバック情

報量を Kn(w) = 1/n
∑n

i=1
log(p(Xi|w0)/p(Xi|w)),

とおく． 確率的複雑さを

F (n) = −En

{
log

∫
exp(−nKn(w))ψ(w)dw

}
,

(2)

とすれば，G(n) = F (n+1)− F (n),が成り立つこと

が分かっている．

学習モデルのゼータ関数を

J(z) =

∫
K(w)zψ(w)dw,

とおけば，この関数 J(z) の最も原点に近い極を −λ，

その位数を �とすると，

F (n) = λ log n− (�− 1) log log n+O(1),

G(n) ∼= λ

n
− �− 1

n log n
,

が成り立つ．ここで，O(1) は n の有界な関数である．

この λ 及び � が K(w) = 0 の近傍での特異点解消に

よって求められる．

3. 特異点解消

この章では特異点解消定理と blow up操作について

説明し，学習理論への応用について述べる．

最初に，Atiyah [14]の論文で利用された，特異点解

消の広中の定理 [13] の解析的バージョンを紹介する．

［定理］ f(x) を R
n において，原点 0 の近傍で定義

された解析関数とする．このとき，原点の近傍 V と，

ある多様体 U と，U から V への固有（コンパクト集

合の逆像もコンパクト）な解析関数 µが存在して，次

の (1)，(2)が成立する．
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(1) E = µ−1(f−1(0)) に対して µ : U \ E →
V \ f−1(0) は同型を与える．

(2) 任意の u ∈ U について適当な局所座標

(u1, · · · , un)が存在して，f(µ(u)) = ±us11 us22 · · ·usn
n

が成り立つ．ここで s1, · · · , sn は非負の整数．
この定理を，カルバック情報量K(w)に適用すれば，

任意の w ∈ K−1(0) ∩ W に対して，ある近傍 Vw と，

ある多様体 Uw が存在して，上記の (1)，(2)を満たす，

UwからVwへの固有な解析関数µwが存在する．このと

き，学習モデルのゼータ関数 J(z) =
∫

K(w)zψ(w)dw

の Vw での局所的な積分は

Jw(z)=

∫
Vw

K(w)zψ(w)dw

=

∫
Uw

|us11 us22 · · ·usn
n |zψ(µw(u))|µ′

w(u)|du,

となる．この積分は初等的に求めることができる．

w ∈ W \ K−1(0) に対しては，ある近傍 Vw が存在

して，K(w′) 
= 0, w′ ∈ Vw. このとき，Jw(z) =∫
Vw

K(w)zψ(w)dw は極を持たない．パラメータ空間

W がコンパクトのときは，結果として J(z)の極，位

数を得ることができる．

次に，blow up操作について紹介する．

ここでは，この論文で使用する，特異点解消を求め

るための主な方法である，多様体に沿った blow up操

作について説明する．

多様体 M を k 個の開集合 Ui ∼= R
n, i =

1, 2, · · · , k(n ≥ k)の次のような貼合せで定義する．Ui

の座標を (ξ1i, ξ2i, · · · , ξni)とする．Ui，Uj を ξji 
= 0,

ξij 
= 0において，

ξij = 1/ξji， ξjj = ξiiξji，

ξhj = ξhi/ξji, 1 ≤ h ≤ k, h 
= i, j,

ξlj = ξli, k + 1 ≤ l ≤ n，

で貼り合わせる．すなわちM は k 枚の R
n からでき

ている．∼ を貼合せから得られる同値関係とすると，
M =

∐k

i=1
Ui/ ∼ となる．

π : M → R
n を Ui 上において

Ui � (ξ1i, ξ2i, · · · , ξni) �→ (ξiiξ1i, · · · , ξiiξi−1i,

ξii, ξiiξi+1i, · · · , ξiiξki, ξk+1i, · · · , ξni),
で定義する．これは矛盾なく定義され，この写像を

N = {(x1, · · · , xk, xk+1, · · · , xn) ∈ R
n|

x1 = · · · = xk = 0},

に沿った blow upという．

このとき

(1) π : M → R
n は固有写像であり，

(2) π : M \π−1(N) → R
n \N は同型写像となる．

4. 多層神経回路網の学習曲線

この章では，blow up列を用いて三層型ニューラル

ネットワークの学習モデルゼータ関数の極を求める．

入力ユニット 1個，中間ユニット p個，出力ユニット

1個の三層パーセプトロンを考察する．入力値を x，出

力値を y，パラメータを w = {am, bm|m = 1, · · · , p}
とし，

f(x,w) =

p∑
m=1

am tanh(bmx),

と定義する．関数 f を用いて，学習モデルを，典型的

ニューラルネットワークモデル

p(y|x,w) =
1√
2π

exp
(
−1

2
(y − f(x,w))2

)
,

とする．入力 x の密度関数 q(x) は [−1, 1] の一様分

布とする．事前分布 ψ(w) は C∞ 関数でコンパクト

な台 W をもち，ψ(0) > 0 であるとする．真の分布

は p(y|x,w0) = 1√
2π

exp(− 1
2
y2)，すなわち真の分布

を与えるパラメータ集合がすべて am = 0, bm = 0の

場合を含むものを考える．

この学習モデルのカルバック情報量は

K(w) =
1

2

∫ 1

−1

f(x,w)2dx,

となるが，テイラー展開などを用いると，次の関数

∫
W

{
p∑
n=1

(
p∑

m=1

amb2n−1
m

)2}z p∏
m=1

damdbm, (3)

の原点に最も近い極が λを与え，その位数が � を与え

る．また，[15]では次のような評価が得られている．

p∑
m=1

1

4m− 2
≤ λ ≤

√
p

2
.

この章では，微分形式

Ψ =

{
p∑
n=1

(
p∑

m=1

amb2n−1
m

)2}z p∏
m=1

damdbm,

の blow upを考察し，次の定理を証明する．
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［主定理］ i2 ≤ pとなる最大の iについて

λ =
p+ i2 + i

4i+ 2
，� =

{
2 (i2 = p)

1 (i2 < p)

が成り立つ．

この論文で用いる記号の使用方法を述べる．例えば，

b1 = v1, bm = v1bm,で変換すれば，

という文章は，変換前と変換後の記号を区別して，

b1 = v1, bm = v1b
′
m,で変換すれば，

と書くべきであるが，blow up操作を繰り返すことに

よる複雑さを避けるため，同じ記号を用る．

主定理の証明は，特異点解消を求める証明 1と極の

大きさの比較を行う証明 2の 2段階に分けて行う．

［主定理の証明 1］

部分多様体 b1 = 0, · · · , bp = 0で blow upする．

多様体 M を M =
∐p

i=1
Ui/ ∼，U1 の座標を

(a1, · · · , ap, v1, b2, · · · , bp) として，blow up すれば，

U1 上では {b1 = v1, bm = v1bm, m = 2, · · · , p}で変
換すればよいので，

Ψ =

{
p∑
n=1

v4n−2
1

(
a1 +

p∑
m=2

amb2n−1
m

)2}z
vp−1
1

da1dv1

p∏
m=2

damdbm,

となる．

対称性より {bi = vi, bm = vibm, m =

1, 2, · · · , p,m 
= i} で変換しても同じ形の式が出て，
結果として積分したときの極も同じになるので，U1上

のみで考えればよい．

d1 = a1 +
∑p

m=2
ambm とおくと，

Ψ=

{
v2
1

(
d2
1 +

p∑
n=2

v4n−4
1

·
(
d1 −

p∑
m=2

ambm +

p∑
m=2

amb2n−1
m

)2)}z

·vp−1
1 dd1dv1

p∏
m=2

damdbm.

ここで，次のような関数を定義しておく．

fn,l(x)

=

n−l∑
j2+···+jl=0

b2j22 · · · b2jl−1
l−1 x2jl = 1 + · · · ≥ 1.

特にこの関数は

fn,l(bm)− fn,l(bl) = (b2m − b2l )fn,l+1(bm),

を満たしている．

c2 =

p∑
m=i

ambm(b
2
m − 1)，

及び，i ≥ 3に対して

ci =

p∑
m=i

ambm(b
2
m − 1)(b2m − b22) · · · (b2m − b2i−1),

とおき，fn,l を用いて，Ψを表せば，

Ψ=

{
v2
1

(
d2
1 +

p∑
n=2

v4n−4
1 (d1 + fn,2(b2)c2 + · · ·

+fn,i(bi)ci + · · ·+ fn,n(bn)cn)
2

)}z

· vp−1
1 dd1dv1

p∏
m=2

damdbm, (4)

となる．

明らかに，d2
1+
∑p

n=2
v4n−4
1 (d1+fn,2(b2)c2+ · · ·+

fn,i(bi)ci+· · ·+fn,n(bn)cn)
2 = 0は d1 = c2 = · · · =

cp = 0と同値である．

以下，fn,i(bi)の biは省略する．また，J(α)をR
αの

元とする．煩雑さを避けるため (α)を省略し J と記すこ

ともある．J(α) > J(α′)(α ≥ α′)で，J(α) = (J(α′), ∗)
であることを示し，J(α) = 0(α) または J(α) = 0 で，

J(α) = (0, · · · , 0) を表す．
一連の blow upによって次の形になることを k,K, α

に関する帰納法で示す．証明に使われる過程を図 1に

示す．

［帰納的仮定］

任意の J ∈ R
α に対して，

s(J) = #{m; k ≤ m ≤ p, J
(α)
m = J},

s(i, J) = #{m; k ≤ m ≤ i− 1, J
(α)
m = J},

とする．#は集合の個数を表す．

(a) K ≥ k，

(b)

2115



電子情報通信学会論文誌 2005/10 Vol. J88–D–II No. 10

式 (5)， k, K, α

❅
❅

❅❘

変換 (i)

極 − q1+K

t1+2 , − ql+1
tl

, 1 ≤ l ≤ k − 1

変換 (ii)

❄

式 (7)第二ステップ


 ❅

❅
❅❘

変換 (iii)

− q1+2(K−1)+1
t1+4 , − ql+1

tl
, 1 ≤ l ≤ k − 1❄

変換 (iv)

式 (9)

�
�

�✠
Case 1

式 (5)
k, K + 1, α

第三ステップ




❅
❅

❅❘

Case 2, 変換 (v)

−
∑

l∈A(α) ql+K−1+#A(α)+#C(α)∑
l∈A(α) tl+2

, − ql+1
tl

, 1 ≤ l ≤ k − 1❄
�

�
�✠Case 2, 変換 (vi)

式 (9)， k, K, α + 1

❅
❅

❅❘Case 2, 変換 (vii)

(A) 式 (9)， k + 1, K, α + 1

(B) 式 (5)， k + 1, K + 1, α + 1

図 1 主定理の証明の流れ
Fig. 1 The flow chart of main theorem.

Ψ =

{
vt11 vt22 vt33 · · · vtk−1

k−1

(
d2
1 + (d1v

2
1 + d2)

2

+ · · ·+ (d1v
2K−4
1 + d2v

2K−6
1 fK−1,2 + · · ·

+dK−1fK−1,K−1)
2 +

p∑
n=K

v4n−4K+4
1

(
d1v

2K−4
1

+d2v
2K−6
1 fn,2 + · · ·+ dK−1fn,K−1

+

p∑
i=K

fn,ici

)2)}z

·
k−1∏
m=1

vqmm

K−1∏
m=1

ddm

p∏
m=K

dam

k−1∏
m=1

dvm

p∏
m=k

dbm.(5)

ここで，tl，qm は非負整数を表し，ci は，ある適当

な RJ(α) ⊂ R
α，非負整数 t(i, J, l), 0とならない関数

g(i,m), (K ≤ i ≤ p, 2 ≤ l ≤ k − 1, i ≤ m ≤ p) が存

在して，

ci = v
t(i,0,2)
2 v

t(i,0,3)
3 · · · vt(i,0,k−1)

k−1

·
∑

i≤m≤p

J
(α)
m =0

g(i,m)ambm
∏

k≤i′<i

J
(α)
i′ =0

(b2m − b2i′)

+
∑

J∈RJ(α)

v
t(i,J,2)
2 v

t(i,J,3)
3 · · · vt(i,J,k−1)

k−1

·
∑

i≤m≤p

J
(α)
m =J

g(i,m)ambm
∏

k≤i′<i

J
(α)
i′ =J

(bm − bi′)

+
∑

J /∈RJ(α),J �=0

v
t(i,J,2)
2 v

t(i,J,3)
3 · · · vt(i,J,k−1)

k−1

·
∑

i≤m≤p

J
(α)
m =J

g(i,m)am
∏

k≤i′<i

J
(α)
i′ =J

(bm − bi′),

となる．

(c) k ≤ i < K に対して， J
(α)
i はすべて異なり，

J
(α)
i /∈ RJ(α), J

(α)
i 
= 0である．

(d) J ∈ R
α, K ≤ i ≤ p, 2 ≤ l ≤ k − 1に対して，

t̃(i, J, l) := tl/2 + t(i, J, l) とおく．整数 DJ(µ),l ≥ 0

が存在して

t̃(i, J, l)=
∑
J>0(µ)

D0(µ),l　 (2s(i, 0(µ)) + 1)

+
∑

J>J(µ)

J(µ)∈RJ(µ)

DJ(µ),l(s(i, J
(µ)) + 1)

+
∑

J>J(µ)

J(µ) /∈RJ(µ),J(µ) �=0

DJ(µ),ls(i, J
(µ)).

(e) 整数 gl ≥ 0，η
(ξ)

k′,l ≥ 0 (2 ≤ k′ ≤ K − 1, 1 ≤
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ξ ≤ gl, 2 ≤ l ≤ k − 1)が存在して，

tl
2
=

gl∑
ξ=1

(1 + η
(ξ)
2,l + · · ·+ η

(ξ)
K−1,l),

0 ≤ η
(ξ)
2,l ≤ 2, 0 ≤ η

(ξ)
2,l + η

(ξ)
3,l ≤ 4,

...

0 ≤ η
(ξ)
2,l + η

(ξ)
3,l + · · ·+ η

(ξ)
K−1,l ≤ 2(K − 2).

(f) ϕ
(ξ)
l := p + 2η

(ξ)
2,l + · · · + (K − 1)η

(ξ)
K−1,l と

おく．整数 φl ≥ 0(2 ≤ l ≤ k − 1) が存在して，

gl ≤
∑
J
(α)
m >J(µ) DJ(µ),l かつ

ql + 1 =

gl∑
ξ=1

ϕ
(ξ)
l + φl

+

p∑
m=k

(−gl +
∑

J
(α)
m >J(µ)

DJ(µ),l).

（帰納的仮定終）

帰納法の仮定 (d)から (f)は，極の大きさを比べる

ときに必要なものである．

すべてのパラメータは証明の中で随時与えられ，ま

たは更新されていく変数である．

特にすべて J
(α)
m = 0のとき，α = k − 1で

(a′) k = K.

(b′) ci(k ≤ i ≤ p)は

ci = v
t(i,0,2)
2 v

t(i,0,3)
3 · · · vt(i,0,k−1)

k−1

·
∑
i≤m≤p

ambm
∏

k≤i′<i
(b2m − b2i′),

となる．

(d′) D0(l−1),l = 1, 他は 0.

t̃(i, 0(k−1), l) = D0(l−1),l(2(i− l) + 1)

= 2(i− l) + 1.

(e′) tl
2
= 1 + η

(1)
2,l + · · ·+ η

(1)
k−1,l,

η
(1)
2,l = 0, . . . , η

(1)
l−1,l = 0,

η
(1)
l,l = 2, . . . , η

(1)
k−2,l = 2,

0 ≤ η
(1)
k−1,l ≤ 2, t(k, 0(k−1), l) + η

(1)
k−1,l = 2.

(f′) ϕ
(1)
l := p+2η

(1)
2,l + · · ·+(k− 1)η

(1)
k−1,l に対し

て，ql + 1 = ϕ
(1)
l .

4. 1 第一ステップ

k = K = 2 とする．任意の j
(1)
2 , · · · , j(1)

p ∈ R に

対して，d1 = 0, bm = j
(1)
m ,m = 2, · · · , p の近傍を，

|j(1)
m | 
= |j(1)

m′ | ならばその近傍内では |bm| 
= |bm′ |，
|j(1)
m | 
= 0, 1 ならばその近傍内では |bm| 
= 0, 1 で

あるように十分小さくとり，固定する．以下，変数

d1, bm はその近傍内を動くものとする．このとき，あ

る g(i,m) 
= 0存在して，

ci =
∑

i≤m≤p,

j
(1)
m =0

g(i,m)ambm
∏

2≤i′<i,

j
(1)
i′ =0

(b2m − b2i′)

+
∑

i≤m≤p,

|j(1)m |=1

g(i,m)ambm
∏

2≤i′<i,

|j(1)
i′ |=1

(bm − bi′)

+
∑

i≤m≤p,

|j(1)m |�=0,1

g(i,m)am
∏

2≤i′<i,

|j(1)
i′ |=|j(1)m |

(bm − bi′),

と表せる．

ここで，


α = 1, J
(1)
m = ((j

(1)
m )2),

t1 = 2, q1 = p− 1,

RJ(1) = {J = ((j
(1)
m )2); |j(1)

m | = 1}

とする．

RJ(1) は ci において，∑
i≤m≤p

J
(1)
m =J

g(i,m)ambm
∏

2≤i′<i

J
(1)
i′ =J

(bm − bi′),

となるような J の集合である．このようにおけば，こ

れらは帰納的仮定を満たす．(d)∼ (f)の成立に関して

は，まだ，パラメータ t(i, J, l)，ql, (l ≥ 2) が現れて

いないのですべて 0としておけばよい．

4. 2 第二ステップ

k,K のとき，成立していると仮定する．

(5) を {v1 = d1 = · · · = dK−1 = 0} で blow up

する．

(5)を (i) {d1 = u1, dl = u1dl, 2 ≤ l ≤ K − 1, v1 =

u1v1}で変換すれば，

− q1 +K

t1 + 2
,

− ql + 1

tl
, 1 ≤ l ≤ k − 1, (6)
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の極が求められ，この近傍に関しては特異点解消はも

う必要ない．

(5)を (ii) {dl = uldl, 1 ≤ l ≤ K − 1, v1 = v1} で
変換すると

Ψ =

{
vt1+2
1 vt22 vt33 · · · vtk−1

k−1

(
d2
1 + (d1v

2
1 + d2)

2

+ · · ·+ (d1v
2K−4
1 + d2v

2K−6
1 fK−1,2 + · · ·

+dK−1fK−1,K−1)
2+

p∑
n=K

v4n−4K+2
1

(
d1v

2K−3
1

+d2v
2K−5
1 fn,2 + · · ·+ dK−1fn,K−1

+

p∑
i=K

fn,ici

)2)}z
vq1+K−1
1

k−1∏
m=1

vqmm

·
K−1∏
m=1

ddm

p∏
m=K

dam

k−1∏
m=1

dvm

p∏
m=k

dbm. (7)

更に (7) を {v1 = d1 = · · · = dK−1 = 0} で blow

up する．

(7)を (iii) {d1 = u1, dl = uldl, 2 ≤ l ≤ K−1, v1 =

u1v1} で変換すれば

− q1 + 2(K − 1) + 1

t1 + 4
,

− ql + 1

tl
, 1 ≤ l ≤ k − 1, (8)

の極が出てくる．

(7)を (iv) {dl = uldl, 1 ≤ l ≤ K − 1, v1 = v1} で
変換すると

Ψ=

{
vt1+4
1 vt22 vt33 · · · vtk−1

k−1

(
d2
1+(d1v

2
1+ d2)

2+ · · ·

+(d1v
2K−4
1 + d2v

2K−6
1 fK−1,2 + · · ·+ dK−1)

2

+

p∑
n=K

v4n−4K
1

(
d1v

2K−2
1 + d2v

2K−4
1 fn,2 + · · ·

+dK−1v
2
1fn,K−1+

p∑
i=K

fn,ici

)2)}z
v
q1+2(K−1)
1

·
k−1∏
m=1

vqmm

K−1∏
m=1

ddm

p∏
m=K

dam

k−1∏
m=1

dvm

p∏
m=k

dbm.

(9)

4. 3 第三ステップ

さて，cK に注目して，

JB(α) = {J ∈ R
α;∃l, t(K,J, l) > 0},

Ω = {A′ ⊂ {2 ≤ l ≤ k − 1}; ∀J ∈ JB(α),

∃l ∈ A′ s.t. t(K,J, l) > 0},
A(α) = Ωの元の中で個数最小のものの一つ，

C(α) = {m ≥ k; t(K,J(α)
m , l) = 0 for all l},

JC(α) = {J ∈ R
α; t(K,J, l) = 0 for all l},

とおく．

更に，

Ti,J =




∑
l∈A(α) t(i, J, l) + 2s(i, J),

if J = 0, J ∈ JC(α),∑
l∈A(α) t(i, J, l) + s(i, J),

if J ∈ RJ(α) ∩ JC(α),∑
l∈A(α) t(i, J, l) + s(i, J) − 1,

if J ∈ JC(α) \ (RJ(α) ∪ {0}),∑
l∈A(α) t(i, J, l)− 1,

otherwise,

(10)

T =
∑
l∈A(α)

tl + 2, (11)

Q =
∑
l∈A(α)

ql +K − 1 + #A(α) +#C(α) − 1,

(12)

とおく．

Case 1

もし，ある m ∈ C(α) に対して，J
(α)
m /∈

RJ(α), J
(α)
m 
= 0 かつ，任意の k ≤ i′ < K に対し

て，J
(α)

i′ 
= J
(α)
m となる場合．

4. 3. 1 Case 1での変換

順番を入れ換えて，その m ∈ C(α) を K であると

してよい．このとき，cK = aKg(K,K)+ · · · となる．
したがって，aK から dK へ，dK = cK で変数変換を

行う．

そこで

K → K + 1, t1 → t1 + 4, q1 → q1 + 2(K − 1),

と更新させて帰納的仮定を得る．

特にすべて J
(α)
m = 0のとき，Case 1の条件よりこ

の場合はない．

Case 2

Case 1 が成り立たない場合，(9) を {d1 = · · · =
dK−1 = vk′′ = bm = 0, k′′ ∈ A(α),m ∈ C(α)} で
blow upする．
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4. 3. 2 変 換 (v)

(9) を (v) {d1 = u1, dl = uldl, 2 ≤ l ≤ K −
1, vk′′ = u1vk′′ , k

′′ ∈ A(α), bm = u1bm,m ∈ C(α)}
で変換すると

−
∑
l∈A(α) ql +K − 1 +#A(α) +#C(α)∑

l∈A(α) tl + 2
, (13)

− ql + 1

tl
, 1 ≤ l ≤ k − 1, (14)

の極が出る．

特にすべて J
(α)
m = 0 のとき，#A(α) 
= φ ならば，

#A(α) = 1, #C(α) = 0であるから，

− qk′′ + k

tk′′ + 2
,− ql + 1

tl
, 1 ≤ l ≤ k − 1,

の極が出る．

4. 3. 3 変 換 (vi)

k′ ∈ A(α) を一つ固定し，

(9) を (vi) {dl = vk′dl, 1 ≤ l ≤ K − 1, vk′ =

vk′ , vk′′ = vk′vk′′ , k
′′ ∈ A(α) − {k′}, bm =

vk′bm,m ∈ C(α)} で変換する．
式 (10)，(11)，(12)を用いて，

tk′ → T, t(i, J, k′) → Ti,J , qk′ → Q, ci → ci/vk′ ,

に更新する．

このとき，tk′/2 = (
∑
l∈A(α) tl + 2)/2 =∑

l∈A(α)

∑gl

ξ=1
(1 + η

(ξ)
2,l + · · ·+ η

(ξ)
K−1,l) + 1，

qk′+1 =
∑
l∈A(α)

(ql + 1) +K − 1 +#C(α)

=
∑
l∈A(α)

{
gl∑
ξ=1

ϕ
(ξ)
l +

p∑
m=k

(
−gl

+
∑

J
(α)
m >J(µ)

DJ(µ),l

)
+φl

}
+K − 1

+
∑

J
(α)
m ∈JC(α)

1

=
∑
l∈A(α)

gl∑
ξ=1

ϕ
(ξ)
l +

p∑
m=k

J
(α)
m /∈JC(α)

(
−
∑
l∈A(α)

gl

+
∑

J
(α)
m >J(µ)

∑
l∈A(α)

DJ(µ),l

)
+

p∑
m=k

J
(α)
m ∈JC(α)

·
(
−
∑
l∈A(α)

gl+

( ∑
J
(α)
m >J(µ)

∑
l∈A(α)

DJ(µ),l

)
+1

)

+
∑
l∈A(α)

φl +K − 1,

となる．

(I) ある l′ ∈ A(α) 及び，ある ξ′ が存在して

0 ≤ η
(ξ′)
2,l′ + η

(ξ′)
3,l′ + · · · + η

(ξ′)
K−1,l′ < 2(K − 2) であ

ると仮定する．

gk′ →
∑
l∈A(α)

gl, φk′ →
∑
l∈A(α)

φl,

DJ(α),k′ →
∑
l∈A(α)

DJ(α),l + 1 if J(α) ∈ JC(α),

DJ(µ),k′ →
∑
l∈A(α)

DJ(µ),l if J
(µ) /∈ JC(α)

で更新し，

ϕ
(1)

k′ , · · · , ϕ(gk′ )
k′

は ϕ
(ξ)
l , l ∈ A(α), ξ = 1 · · · , gl を並べたものとし，

η
(1)

!,k′ , · · · , η
(gk′ )
!,k′

は η
(ξ)
!,l , l ∈ A(α), ξ = 1 · · · , gl を同じ順で並べたもの

とする．

tk′/2 =

gk′∑
ξ=1

(1 + η
(ξ)

2,k′ + · · ·+ η
(ξ)

K−1,k′ ) + 1,

qk′ + 1 =

gk′∑
ξ=1

ϕ
(ξ)

k′ +K − 1

+

p∑
m=k

(−gk′ +
∑

J
(α)
m >J(µ)

DJ(µ),k′) + φk′ ,

となる．

仮定より，ある ξ′ が存在して，0 ≤ η
(ξ′)
2,k′ + η

(ξ′)
3,k′ +

· · ·+ η
(ξ′)
K−1,k′ < 2(K − 2)だから，

ϕ
(ξ′)
k′ → p+ 2η

(ξ′)
2,k′ + · · ·+ (K − 1)(η

(ξ′)
K−1,k′ + 1),

η
(ξ′)
K−1,k′ → η

(ξ′)
K−1,k′ + 1,

と変換すれば，帰納的仮定 (d), (f)の形を得る．

（I終）
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(II) 任意の l ∈ A(α) 及び，ξ に対して 0 ≤
η
(ξ)
2,l + η

(ξ)
3,l + · · ·+ η

(ξ)
K−1,l = 2(K − 2) ならば，(d)の

仮定より，任意の J ∈ R
α に対して，

tl
2

=

gl∑
ξ=1

(1 + η
(ξ)
2,l + · · ·+ η

(ξ)
K−1,l)

= gl(1 + 2(K − 2))

≤
∑
J>0(µ)

D0(µ),l(2s(i, 0
(µ)) + 1)

+
∑

J>J(µ)

J(µ)∈RJ(µ)

DJ(µ),l(s(i, J
(µ)) + 1)

+
∑

J>J(µ)

J(µ) /∈RJ(µ),J(µ) �=0

DJ(µ),ls(i, J
(µ))．

特に i = K のときを考えると，s(K,J(µ)) ≤ K − 2

より，すべて J(µ) = 0でなければ

gl <
∑

J>J(µ)

DJ(µ),l , (15)

である．

qk′ + 1 =
∑
l∈A(α)

gl∑
ξ=1

ϕ
(ξ)
l + p+

p∑
m=k

(
−
∑
l∈A(α)

gl

−1 +
∑

J
(α)
m >J(µ)

∑
l∈A(α)

DJ(µ),l

)

+
∑
l∈A(α)

φl + p− k + 1− p+K − 1

+#C(α),

より，

DJ(α),k′ →
∑
l∈A(α)

DJ(α),l + 1 if J(α) ∈ JC(α),

DJ(µ),k′ →
∑
l∈A(α)

DJ(µ),l if J
(µ) /∈ JC(α),

gk′ →
∑
l∈A(α)

gl + 1, φk′ →
∑
l∈A(α)

φl +K − k,

で更新し，ϕ
(gk′ )
k′ = pと定義する．

ϕ
(1)

k′ , · · · , ϕ(gk′−1)

k′

は ϕ
(ξ)
l , l ∈ A(α), ξ = 1 · · · , gl を並べたものとし，

η
(1)

!,k′ , · · · , η
(gk′−1)

!,k′

は η
(ξ)
!,l , l ∈ A(α), ξ = 1 · · · , gl を同じ順で並べたもの

とする．また，任意の �について η
(gk′ )
!,k′ = 0とする．

式 (15)より，gk′ ≤
∑
J
(α)
m >J(µ) DJ(µ),k′ も成立す

る． （II終）

特にすべて J
(α)
m = 0のとき，

tk′ → tk′ + 2, t(i, 0, k′) → t(i, 0, k′)− 1,

qk′ → qk′ + k − 1, ci → ci/vk′ ,

とおく．

このとき，tk′/2 = 1 + η
(1)

2,k′ + · · ·+ η
(1)

k−1,k′ + 1 と

なる．

η
(1)

k−1,k′ → η
(1)

k−1,k′ + 1,

とおけば，条件

(d′) t̃(i, 0(k−1), k′) = D
0(k′−1),k′(2(i− k′) + 1),

(e′) t(k, 0(k−1), k′) + η
(1)

k−1,k′ = 2,

(f ′) qk′ + 1 = ϕ
(1)

k′ = p+ 2η
(1)

2,k′ + · · ·
+(k − 1)η

(1)

k−1,k′ ,

も成り立つ．

JC(α) が空集合でない場合は，次の Step(∗)を行う．
Step(∗)
J

(α)
m ∈ JC(α) に対して，次に考察する点 bm =

j
(α+1)
m とその十分小さな近傍を決める．J

(α)
m /∈ JC(α)

に対しては，前と同じ点 j
(α+1)
m = j

(α)
m ，すなわち，

J
(α)
m = (J ′, j(α)

m ), J ′ ∈ R
α−1, j

(α)
m ∈ R，を考察する

が，J の長さをそろえるためにすべての J
(α+1)
m を

J(α+1)
m =

{
(J

(α)
m , j

(α+1)
m

2
) if J

(α)
m = 0,

(J
(α)
m , j

(α+1)
m ) if J

(α)
m 
= 0,

とおく．また，J ∈ R
α+1 に対して，t(i, J, l) =

t(i, (J ′, ∗), l) とおき，g(i,m) 
= 0 を適当に変化さ

せる．RJ(α+1) を ci において，∑
i≤m≤p

J
(α+1)
m =J

g(i,m)ambm
∏

k+1≤i′<i

J
(α+1)
i′ =J

(bm − bi′),

となるような J の集合，すなわち，

RJ(α+1)={J ∈ R
α+1 | J=(J ′, 0), J ′∈RJ(α)},
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とおく．α → α+ 1に更新． （Step(∗)終）
これらは帰納的仮定 (a)～(f)を満たす．ただし，K

が更新されていないので式 (5)の代わりに式 (9)を満

たしている．

4. 3. 4 変 換 (vii)

C(α) 
= φ のとき，k′ ∈ C(α) を一つ固定して，(9)

を (vii) {dl = vkdl, 1 ≤ l ≤ K − 1, bk′ = vk, vk′′ =

vkvk′′ , k
′′ ∈ A(α), bm = vkbm,m ∈ C(α) − {k′}} で

変換する．

(A) k ≤ k′ < K のとき，対称性から k′ = k として

よい．

k ≤ i ≤ pに対して

式 (10)，(11)，(12)を用いて，

tk → T, t(i, J, k) → Ti,J , qk → Q, ci → ci/vk,

とおく．

(III) A(α) 
= φのときは，(I)または (II)を k′を k

に変えて，後は全く同様にしておきかえればよい．ただ

し，後で kが k+1に更新されるので φlは上記更新を

行った後，更に，φl → (−gl+
∑
J
(α)
k

>J(µ) DJ(µ),l)+φl

と更新する必要がある．

またA(α) = φのときは，すべての J
(α)
m は JC(α)の

もとになるから，#C = p−(k−1)，qk+1 = p+K−k,

tk = 2に注意すれば，

D
J
(α)
m ,k

= 1, D
J
(α)
m ,l

= 0(l 
= k),

η
(1)
!,k = 0, ϕ

(1)
k = p, φk = K − k,

とおく． （III終）

Step(∗)を行い，k → k + 1 と更新する．

これらは帰納的仮定 (a)～(f)を満たす．ただし，K

が更新されていないので式 (5)の代わりに式 (9)を満

たしている．J
(α)
m = 0の場合はこのケースはない．

(B) K ≤ k′ < p のとき，対称性から k′ = K と

してよい．もし，J
(α)
K /∈ RJ(α), J

(α)
K 
= 0 ならば，

J
(α)

i′ = J
(α)
K , i′ < K となる J

(α)

i′ は Case 2の条件か

ら必ず存在する．したがって，この場合は対称性より

(A)に帰着してよい．よって，J̃ := J
(α)
K ∈ RJ また

は J̃ := J
(α)
K = 0としてよい．

このとき (vii)で変換すれば，cK = vk(aKg(K,K)+

· · · )と書け，ci, i ≥ K+1には aK は存在しないので，

これを aK から dK へ dK = aKg(K,K)+ · · · , (cK =

vkdK)で変数変換する．

ここで，aK , bK の記号はなくなったので，

bk, · · · , bK−1 の変数を bk+1, · · · , bK に変換しておく．
これに付随して J

(α)
i ，RJ(α) も変化させておく．

K +1 ≤ i ≤ pに対して，式 (10)，(11)，(12)を用

いて，

tk → T, t(i, J, k) → Ti,J , qk → Q, ci → ci/vk,

と更新する．

(III)を行い，Step(∗)を行う．

k → k + 1, K → K + 1,

t1 → t1 + 4, q1 → q1 + 2(K − 1),

と更新すれば，帰納法仮定 (a)～(f)は満たされる．

特にすべて J
(α)
m = 0のとき，A(k) = φより，

tk = 2, t(i, 0(k−1), k) = 2(i− k), qk = p− 1,

ci → ci/vk,D0(k−1) ,k = 1, D0(k−1),l = 0(l 
= k),

η
(1)
!,k = 0, ϕ

(1)
k = p,

とおく．

t(k, 0(k−1), l) = 0(2 ≤ l ≤ k − 1) と条件 (e′)

より η
(1)
k−1,l = 2. 更に条件 (d′)，(e′) より t(k +

1, 0(k−1), l) = t̃(k + 1, 0(k−1), l)− tl/2 = 2.

このことを踏まえて，Step(∗)操作を行う前は，

(d′) t̃(i, 0(k−1), k) = D0(k−1),k(2(i− k) + 1)

= 2(i− k) + 1,

(e′) t(k + 1, 0(k−1), l) + η
(1)
k,k = 2 + 0,

(2 ≤ l ≤ k),

(f ′) qk + 1 = ϕ
(1)
k = p

= p+ 2η
(1)
2,k + · · ·+ (k − 1)η

(1)
k−1,k,

を満たす．

Step(∗) 操作により t̃(i, 0(k−1), k) = t̃(i, 0(k), k)，

t(i, 0(k−1), k) = t(i, 0(k), k)であることから，

k → k + 1, K → K + 1,

t1 → t1 + 4, q1 → q1 + 2(K − 1),

と更新すれば，帰納法仮定 (a′)～(f′)は満たされる．

Case 2 変換 (vi)，(vii)(A) は式 (5) の代わりに式

(9)を満たした形であるが，これらの場合は有限回繰

り返すことによって，このケースの条件を満たさなく

なる．すなわち，（第三ステップ）を繰り返せば，有限

回で式 (5)の K を増加させた帰納的仮定が得られる．
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K = p+ 1になれば終了である．

［主定理の証明 2］

最後に最大の極を求めるために次の四つの補題を準

備する．

［補題 1］ すべて J
(α)
m = 0 のときは，vk に関する

極は

−p

2
,

−p+ k

4
,−p+ 2k

6
,

−p+ 2k + k + 1

8
,−p+ 2k + 2(k + 1)

10
,

...

−p+ (i− 1)(2k − 2 + i) + k + i− 1

4i
,

−p+ (i− 1)(2k − 2 + i) + 2(k + i− 1)

4i+ 2
,

...

− (p− k − 1)(k − 2 + p) + p− 1

4(p− k)
,

−p+ (p− k − 1)(k − 2 + p) + 2(p− 2)

4(p− k) + 2
.

（証明）上記 blow upで求められる． （証明終）

すべて J
(α)
m = 0 の場合は，どの段階でも原点の近

傍で blow upを行ったときに相当する．

［補題 2］ am, bm > 0, m = 1, · · · ,M ならば∑
M

m=1
am∑

M

m=1
bm

≥ min{am
bm

| m = 1, . . . ,M}.

［補題 3］ Kを自然数とする．整数 ηk′ ≥ 0 (2 ≤ k′ ≤
K−1)が 0 ≤ η2 ≤ 2, · · · , 0 ≤ η2+η3+· · ·+ηK−1 ≤
2(K − 2), を満たすとき，

t := 1 + η2 + · · ·+ ηK−1,

ϕ := p+ 2η2 + · · ·+ (K − 1)ηK−1,

t = 2i+m, i ∈ N, m = 0 or 1,

とおくと，

ϕ

2t
>

p+ i2 + im

4i+ 2m
=

p+1+1+2+2+· · ·+ (i−1) + (i−1)+ i+im

2t

（証明） 分子の比較により証明できる． （証明終）

（注） 補題 3の

−p+ i2 + im

4i+ 2m

は補題 1の v1 (k = 1)に関する極に等しい．

［補題 4］ すべて J
(α)
m = 0以外の場合の極は補題 1

の極ののいずれかよりも小さい．

（証明） 主定理の証明中の記号をそのまま用いる．式

(6)，(8)，(14) の 2 ≤ l ≤ k − 1においては，帰納的

仮定 (e)及び (f)より，

ql + 1

tl
≥

∑gl

ξ=1
ϕ

(ξ)
l

2
∑gl

ξ=1
(1 + η

(ξ)
2,l + · · ·+ η

(ξ)
K−1,l)

.

補題 2より

ql + 1

tl
≥ min

1≤ξ≤gl

{
ϕ

(ξ)
l

2(1 + η
(ξ)
2,l + · · ·+ η

(ξ)
K−1,l)

}
.

したがって，補題 3より，− ql+1
tl
以上の補題 1の（特

に v1 に関する）極が存在する．

式 (13)において

(I′) ある l′ ∈ A(α) 及び，ある ξ′ が存在して

0 ≤ η
(ξ′)
2,l′ + η

(ξ′)
3,l′ + · · · + η

(ξ′)
K−1,l′ < 2(K − 2) な

らば∑
l∈A(α) ql +K − 1 +#A(α) +#C(α)∑

l∈A(α) tl + 2

≥
∑
l∈A(α)(ql + 1) +K − 1∑

l∈A(α) tl + 2

≥
∑
l∈A(α),l�=l′(ql + 1) + (ql′ + 1) +K − 1∑

l∈A(α),l�=l′ tl + tl′ + 2

≥ min

{
ql + 1

tl
,
ql′ + 1 +K − 1

tl′ + 2

∣∣∣ l ∈ A(α), l 
= l′
}

≥ min

{∑
ξ
ϕ

(ξ)
l

tl
,

∑
ξ
ϕ

(ξ)

l′ +K − 1

tl′ + 2∣∣∣∣∣l ∈ A(α), l 
= l′
}

≥ min

{
min

l∈A(α),l�=l′,ξ

ϕ
(ξ)
l

2(1 + η
(ξ)
2,l + · · ·+ η

(ξ)
K−1,l)

,

min
ξ �=ξ′

ϕ
(ξ)

l′

2(1 + η
(ξ)

2,l′ + · · ·+ η
(ξ)

K−1,l′ )
,

ϕ
(ξ′)
l′ +K − 1

2(1 + η
(ξ′)
2,l′ + · · ·+ (η

(ξ′)
K−1,l′ + 1))

}
.
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したがって，補題 3より，式 (13)以上の補題 1の（特

に v1 に関する）極が存在する．

(II′) 任意の l ∈ A(α) 及び，ξ に対して 0 ≤
η
(ξ)
2,l + η

(ξ)
3,l + · · · + η

(ξ)
K−1,l = 2(K − 2) ならばすべ

て J(µ) = 0 でないならば gl <
∑
J>J(µ) DJ(µ),l で

ある．

このとき，∑
l∈A(α) ql +K − 1 + #A(α) +#C(α)∑

l∈A(α) tl + 2

≥
∑
l∈A(α)(ql + 1) +K − 1∑

l∈A(α) tl + 2

≥ min
l∈A(α)

{∑
ξ
ϕ

(ξ)
l

tl
,

∑
ξ
ϕ

(ξ)
l +p−k+1+K−1

tl + 2

}

≥ min
l∈A(α)

{∑
ξ
ϕ

(ξ)
l

tl
,
p

2

}
.

よってこの場合も，補題 3より，式 (13)以上の補題 1

の（特に v1 に関する）極が存在する． （証明終）

したがって，原点に近い極の候補は v1 に関する極

−p

2
,−p+ 1

4
,−p+ 2

6
,

−p+ 4

8
,−p+ 6

10
,

...

−p+ i2

4i
,−p+ i2 + i

4i+ 2
,

...

−p+ (p− 1)2

4(p− 1)
,−p+ (p− 1)2 + (p− 1)

4(p− 1) + 2
,

の中から選ばれる．簡単な計算によって i2 ≤ pとなる

最大の iについて

p+ i2 + 2

4i+ 2

が原点に最も近い極である．i2 = p となるとき，

− p+i2

4i
= − p+i2+i

4i+2
であることから，位数は i2 = pと

なるとき 2，i2 
= pとなるとき 1である．

よって，主定理が得られる． （終）

5. む す び

三層ニューラルネットワークの学習モデルのゼータ

関数の極を求める計算方法を示し，blow upにより学

習曲線の漸化式を得られることを示した．主定理の λ

は，論文 [15] で得られている上限
√
p

2
と，p = i2 の

とき一致している．この計算方法は，他の漸近展開を

求める上でも役に立ち，今後の数学的研究の基礎とな

る可能性がある．これは，代数幾何学の方法が，学習

理論という極めて具体的な世界の複雑な問題を解決

できるという意味での強さをもっていることを表して

いる．また，数学の分野においても情報理論からでて

くるゼータ関数の極の性質は，新たな問題として興味

を喚起するだろうと思われる．今後は，学習モデルの

ゼータ関数の極の性質を代数幾何学観点から考察を行

いたい．
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