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あらまし 本論文では、以下のことを述べる。(1) 混合正規分布のカルバック情報量が非解析的であることを示す。(2)

カルバック情報量が非解析的である場合にも成立つ確率的複雑さの漸近展開の定理を証明し、混合正規分布がその条

件を満たすことを示す。(3) 定理に基づいて混合正規分布のカルバック情報量と等価な多項式を導出する。
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Abstract In this paper, we show three new points. Firstly, we show that the Kullback information of a normal

mixture is not an analytic function of the parameter. Secondly, we prove the new theorem which gives the asymp-

totic expansion of the stochastic complexity of non-analytic learning machines. The normal mixture satisfies the

condition of the theorem. And lastly, we show the polynomial which is equivalent to the Kullback information of

normal mixture.
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1. ま え が き

本論では、パラメータ w ∈ Rd によって定まる x ∈ RN の

確率分布 p(x|w) について、フィッシャー情報行列

Iij(w) =

∫
∂L

∂wi

∂L

∂wj
p(x|w)dx

L(w) = log p(x|w)

の行列式 (det I(w)) が０になるパラメータ w が存在するとき、

p(x|w) を特異モデルと呼ぶ。パラメータから確率分布への写

像 w 7→ p(x|w) が、一対一でない学習モデルは特異モデルにな

ることが多い。混合正規分布、多層パーセプトロン、ボルツマ

ンマシン、ベイズネットワーク、縮小ランク回帰など、階層構

造、対称構造、モジュール構造を持つ学習モデルは全て特異モ

デルである。特異モデルにおいては、統計的正則モデルの漸近

理論は成立せず、最尤推定量やMAP推定量の分布は正規分布

に近づかない。またベイズ事後分布も正規分布とは異なる分布

に法則収束する。

サンプルを発生している真の分布が q(x) = p(x|w0) である

と仮定し、独立なサンプルを

Xn = (X1, X2, ..., Xn)

と書く。真の分布から学習モデル p(x|w) までのカルバック情

報量は

H(w) =

∫
q(x) log

q(x)

p(x|w)
dx

である。我々はこれまで、カルバック情報量がパラメータ w の

解析関数（テーラー展開が絶対収束する関数）であるときに、

確率的複雑さ（周辺対数尤度、自由エネルギー）

F (Xn) = − log

∫
exp(−nHn(w))ϕ(w)dw

Hn(w) =
1

n

n∑
i=1

log
q(Xi)

p(Xi|w)
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が次の漸近展開を持つことを証明してきた [22] [23]。

F (Xn) = λ log n− (m− 1) log log n + R + o(1)

ここで、有理数 (−λ) と自然数 m は、それぞれゼータ関

数 [5] [10]

ζ(z) =

∫
H(w)zϕ(w)dw

の最も原点に近い極とその位数であり、また R はある確率変

数である。確率的複雑さは、ベイズ学習においては学習モデル

p(x|w) と事前分布 ϕ(w) の対数尤度を表しているので、モデル

の設計や選択に利用される。また、その増分F (Xn+1)−F (Xn)

の平均値は、汎化誤差に等しいことが知られているので、ベイ

ズ学習における最も基本的な量である。

ところで、これまでに導かれた結果では、特異点解消定

理 [5] [9]やｂ関数 [10]などの数学的方法を利用するために、カ

ルバック情報量が解析関数であることが仮定されてきたが、本

論で示すように、混合正規分布においては、カルバック情報量

は一般には解析関数ではない。この論文では、そのような場合

にも成立つ定理を与え、混合正規分布のカルバック情報量があ

る多項式と等価になることを明らかにし、その多項式に関する

特異点解消が学習係数を与えることを明らかにする。

2. 混合正規分布の非解析性

本論文では、次のような学習モデルを考える。

p(x|w) =

H∑
h=1

ah
1

(2π)N/2
exp(−‖x− bh‖2

2
) (1)

ここで a1, ..., aH は、非負のパラメータで、

a1 + a2 + · · ·+ aH = 1

を満たすとする。また bh ∈ RN である。学習モデルのパラメー

タは

w = (a1, .., aH , b1, .., bH)

である。真の分布は、次の式であるとする。

q(x) =

H0∑
h=1

a∗h
1

(2π)N/2
exp(−‖x− b∗h‖2

2
) (2)

ここで a∗1, ..., a
∗
H0 は正の定数で、

a∗1 + a∗2 + · · ·+ a∗H0 = 1

を満たすとする。カルバック情報量は

H(w) =

∫
q(x) log

q(x)

p(x|w)
dx

である。

［定理 1］ 混合正規分布のカルバック情報量 H(w) は w の解

析関数でないことがある。

（証明）解析的でない例があることを示す。以下、N = 1 と

する。

f(x|b) =
1

(2π)1/2
exp(− (x− b)2

2
)

とおく。学習モデルが

p(x|w) = (1− a)f(x|b) + af(x|c)

であり、真の分布が

q(x) = f(x|0)

である場合を考える。多変数の解析関数は各変数毎にも解析関

数であるから、ある変数について解析的にならないことを示せ

ば十分である。b = 0, c > 0 のとき、H(w) が a について解析

関数でないことを示す。

log
q(x)

p(x|w)
= − log

[
1 + a(ecx− c2

2 − 1)
]

であるから、

∂kH

∂ak
=

(−1)k

k

∫
q(x)

[
ecx− c2

2 − 1
]k

dx

である。固定した c > 0 に対して

ecx− c2
2 − 1 = ecx/2

をみたす x を x0 とおくと x > x0 では

ecx− c2
2 − 1 > ecx/2

が成立つ。従って
∣∣∣∣
∂kH

∂ak

∣∣∣∣ >=
1

k

∫ ∞

x0

q(x)ekcx/2dx

=
1

k
exp(k2c2/8)An

ここで

Ak =

∫ ∞

x0

1

(2π)1/2
exp(− (x− kc/2)2

2
)dx

とおいた。k →∞ のとき、Ak → 1 なので十分大きな k につ

いて Ak > 0.9 としてよい。a についての収束半径を r とす

れば

1

r
>= lim sup

k→∞

[
1

k · k!
exp(k2c2/8)0.9

]1/k

= ∞

従って、収束半径は０である。（証明終り）

注意 学習モデルのパラメータを ak = α2
k と置き換えて αk を

パラメータと考えても、k の代わりに 2k を考えれば上記と同

様の理由により、カルバック情報量は非解析的である。

3. 主 定 理

上記のように混合正規分布のカルバック情報量が解析関数と

は限らないので、カルバック情報量が解析関数でない場合の確

率的複雑さの解析は、情報学上も十分な意義を有すると考えら
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れる。以下では、混合正規分布を含む一般のモデルに対する定

理を与える。定理が成立つための条件を述べる。

[条件 1] 事前分布 ϕ(w) はコンパクトサポートであり、C∞ 級

関数 ϕ0(w) と解析関数 ϕ1(w) とにより、

ϕ(w) =

{
ϕ0(w) (ϕ(w) > 0)

0 (otherwise)

と表されるとする。ϕ(w) のサポートを W と書く。

この条件１は、カルバック情報量が解析関数である場合にも同

じ条件が課されていた。次の条件２が、本論文で新たに導入す

るものである。実数 t > 0 の関数

S(t) =
− log t + t− 1

(t− 1)2

を考える。t = 1 は除去可能な特異点で、S(t) は解析関数であ

り、S(t) > 0 である。

[条件２] RN 上のある可測関数 M(x) が存在して

sup
w∈W

S

(
p(x|w)

q(x)

)
<= M(x)

が成立つ。さらに内積

(u, v) =

∫
u(x)v(x)M(x)q(x)dx

によって定まるヒルベルト空間を H とするとき、写像

W 3 w 7→ p(x|w)

q(x)
− 1 ∈ H

は、H の位相で解析的である。（すなわち、p(x|w)/q(x)− 1 の

w に関するテーラー展開が、ヒルベルト空間の位相で絶対収束

する）。

以上の条件のもとで次の定理が得られる。

［定理 2］ 条件１，２を仮定する。このとき、解析関数

K(w) =

∫ [
p(x|w)

q(x)
− 1

]2

M(x)q(x)dx

のゼータ関数

ζ(z) =

∫
K(w)zϕ(w)dw

の原点に一番近い極を (−λ)、その位数をm とすると、

F (Xn) = λ log n− (m− 1) log log n + R + o(1)

の漸近展開ができる。ここで R はある確率変数である。

（証明）W はコンパクトだから、W について局所的な議論を

行えば十分である。H(w) は解析関数とは限らないが無限回微

分できる関数である。一方、K(w) は解析関数なので、特異点

解消定理を適用することができる。ある多様体M からW の

近傍への解析関数 g : M3 u 7→ w ∈ W が存在して、

K(g(u)) = u2k1
1 · · ·u2kd

d

|g′(u)| = b(u)uh1
1 · · ·uhd

d

とできる [9] [5]。ここで |g′(u)| は w = g(u) のヤコビアンで、

k1, .., kd, h1, .., hd は非負の整数、b(u) > 0 である。従って

a(x, u) =
p(x|g(u))/q(x)− 1

uk1
1 · · ·ukd

d

とおくと
∫

a(x, u)2M(x)q(x)dx = 1

である。また定義より

H(w) =

∫
q(x) log

q(x)

p(x|w)
dx

=

∫
q(x)

[
p(x|w)

q(x)
− 1

]2

S

(
p(x|w)

q(x)

)
dx

<=

∫
q(x)

[
p(x|w)

q(x)
− 1

]2

M(x)dx

= K(w)

である。一方、コンパクト集合 C について

H(g(u)) =

∫
q(x)

[
p(x|g(u))

q(x)
− 1

]2

S

(
p(x|g(u))

q(x)

)
dx

=

∫
q(x)

[
a(x, u)uk1

1 · · ·ukd
d

]2
S

(
p(x|g(u))

q(x)

)
dx

>= u2k1
1 · · ·u2kd

d

∫

C

q(x)a(x, u)2S

(
p(x|g(u))

q(x)

)
dx

ここでコンパクト集合 C を十分大きくとれば、定数 α > 0 が

存在して

H(g(u)) >= αu2k1
1 · · ·u2kd

d

とできる。以上より、無限回微分可能な関数 α(u) > 0 が存在

して

H(g(u)) = α(u)u2k1
1 · · ·u2kd

d

となる。次に

nHn(g(u)) ≡ nH(g(u))

+

n∑
i=1

[
log

q(Xi)

p(Xi|g(u))
−H(g(u))

]

= nα(u)u2k1
1 · · ·u2kd

d

+
√

nuk1
1 · · ·ukd

d ξn(u)

とかける。ここで経験過程

ξn(u) ≡ 1√
n

1

uk1
1 · · ·ukd

d

n∑
i=1

[
log

q(Xi)

p(Xi|g(u))
−H(g(u))

]

=
1√
n

1

uk1
1 · · ·ukd

d

n∑
i=1

[
− log(1 + a(Xi, u)uk1

1 · · ·ukd
d )

−α(u)u2k1
1 · · ·u2kd

d

]

は、u について無限回微分可能であり、コンパクト集合上に
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あるのでドンスカークラス [17]に属し、M 上の正規確率過程

ξ(u) に法則収束する。以上から

F (Xn) = − log

∫
exp(−nHn(w))ϕ(w)dw

= − log
∑∫

exp(−nHn(g(u)))ϕ(g(u))|g′(u)|du

= − log
∑∫ ∫

1

n
δ(

t

n
− u2k1

1 · · ·u2kd
d )

× exp(−α(u)t + ξn(u)t1/2)ϕ(g(u))|g′(u)|du dt

となる。(和
∑
は多様体 M を座標ごとに分割して積分する

ときの座標の和である。M は一般に向き付け可能な多様体で

ない）。

ζ(z) =

∫
K(w)zϕ(w)dw

の原点に一番極とその位数は、

ζ0(z) =
∑∫ [

u2k1
1 · · ·u2kd

d

]z
ϕ(g(u))|g′(u)|du

の原点に一番近い極とその位数と一致する。ζ0(z) の極を原点

に近い方から順に (−λk) (k = 1, 2, ..., )とし、その位数を mk

とすれば、

D(u) ≡ 1

n
δ(

t

n
− u2k1

1 · · ·u2kd
d )|g′(u)|

=

∞∑
k=1

mk∑
m=1

ckmtλk−1(− log t)m−1Dkm(u)

となる（Dkm(u) はある超関数。具体的に書くこともできるが

煩雑になる）ので、これを F (Xn) の定義式に代入すると定理

を得る。（証明終り）。

4. 混合正規分布

次に混合正規分布が定理２の二つの条件を満たすことを示す。

条件１は、事前分布についての条件なので、事前分布をこれを

満たすように選べばよい。条件２を示す。パラメータのとりう

る集合（コンパクト）をW とする。

［補題 1］ 式 (1) で表される学習モデル p(x|w) と式 (2) で表

される q(x) について、ある定数 A0, A1, B0, B1 > 0 が存在し

て、任意の w ∈ W、任意の x ∈ RN について

e−A0‖x‖−A1 <=
p(x|w)

q(x)
<= eB0‖x‖+B1

が成立つ。

（証明）

p(x|w)

q(x)
=

∑
ah exp(−‖x− bh‖2/2)∑
a∗h exp(−‖x− b∗h‖2/2)

<=

∑
ah exp(−‖x− bh‖2/2)

a∗1 exp(−‖x− b∗1‖2/2)

=
1

a∗1

∑
exp(−{‖x− bh‖2 − ‖x− b∗1‖}/2)

=
∑ exp((‖b∗h‖2 − ‖bh‖2)/2)

a∗1
exp((bh − b∗1) · x)

=

[∑
h

exp((‖b∗1‖2 − ‖bh‖2)/2)

a∗1

]

× exp(
[
max

h
‖bh − b1‖

]
‖x‖)

より右側が得られる。左側は、逆数について同じ議論を行えば

よい。(証明終り）

［補題 2］ 式 (1) で表される学習モデル p(x|w) と式 (2) で表

される q(x) について、ある定数 C0, C1 > 0 が存在して、任意

の w ∈ W、任意の x ∈ RN について

S

(
p(x|w)

q(x)

)
<= C0‖x‖+ C1

が成立つ。

(証明）S(t) の定義式より、S(t) > 0 (0 < t < ∞) は連続関数

であり、S(t) が発散するのは t → 0 のときだけである。これ

より、ある定数 D0, D1 > 0 が存在して、

S(t) <= max[−D0 log t, D1]

である。これに補題１を適用すればよい。（証明終り）。

［定理 3］ 式 (1) で表される学習モデル p(x|w) と式 (2) で表

される q(x) を考える。補題 1,2 の定数 B0, B1, D0, D1 > 0 を

用いて

M(x) = C0‖x‖+ C1

とおく。このとき、p(x|w)/q(x) − 1 は定理２の前提条件２を

満たす。

（証明）

u(x) =
p(x|w)

q(x)
− 1

=

∑
h

ah exp(−‖bh‖2/2) exp(bh · x)∑
h

a∗h exp(−‖b∗h‖2/2) exp(b∗h · x)
− 1

とおく。また、これのテーラー展開を J 項まで取って

uJ(x, w) =

J∑
j=0

1

j!

∑
h

ah exp(−‖bh‖2/2)(bh · x)j

∑
h

a∗h exp(−‖b∗h‖2/2) exp(b∗h · x)
− 1

とおく。uJ(x, w) は w = (ah, bh) の多項式であり、x につい

ては条件２のヒルベルト空間に属するから、ヒルベルト空間に

値を取る解析関数である。解析関数が一様収束すれば解析関

数であるから、以下、J → ∞ のとき uJ(x, w) → u(x, w) が

w ∈ W についてヒルベルト空間の位相で一様収束することを

示す。

TJ ≡ sup
w∈W

‖u(w)− uJ(w)‖2

= sup
w∈W

∫
q(x)M(x)

[∑
j>J

1

j!

∑
h

ahe−‖bh‖2/2(bh · x)j

∑
h

a∗he−‖b∗
h
‖2/2eb∗

h
·x

]2

dx

<=

∫
q(x)M(x)

∑
j>J

1

j!
eB0‖x‖+B1‖x‖jdx
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→ 0

となる（ルベーグの収束定理を用いた）ので、定理を得る。（証

明終り）

5. 学 習 係 数

以上に述べたことから、次の幾つかのゼータ関数

ζi(z) =

∫
[Hi(w)]zϕ(w)dw

の最も原点に近い極は全て等しく位数も等しい。

H1(w) =

∫
q(x)M(x)[p(x|w)/q(x)− 1]2dx

H2(w) =

∫

C

q(x)[p(x|w)/q(x)− 1]2dx

H3(w) =

∫

C

q(x)[p(x|w)− q(x)]2dx

H4(w) =

∫

C

[p(x|w)− q(x)]2dx

混合正規分布の学習係数 λ は、上のいずれかのゼータ関数の原

点に近い極 (すべて共通である）を求めることによって得られ

る。特に

H5(w) =

∫
[p(x|w)− q(x)]2dx

とおくと、ある定数 e1, e2 > 0 が存在して

e1H4(w) <= H5(w) <= e2H1(w)

であるから、H5(w) についてのゼータ関数について調べればよ

い。フーリエ変換を用いて

H5(w) =

∫ ∣∣∣
∑

aheibh·t −
∑

a∗heib∗
h
·t
∣∣∣
2

e−
‖t‖2

2 dt

が得られる。(bh · t) と (b∗h · t) について展開すれば、

H5(w) =

∫
e−

‖t‖2
2 dt

∣∣∣∣∣
∞∑

j=1

ij

j!
{
∑

ah(bh · t)j −
∑

a∗h(b∗h · t)j}
∣∣∣∣∣

2

となる。x = (x1, .., xd) と y = (y1, .., yd) の多項式

pk(x, y) =

d∑
h=1

xhyk
h

について、k >= H + 1 の pk(x, y) はそれ未満の k の pk(x, y)

によって生成される多項式イデアルに含まれる [20] [27]ことと、

t = (t1, t2, .., td) とするとき関数

{tα1
1 · · · tαd

d }

が独立であることとを用いると、H5(w) は次の H6(w) と等価

である。

bh = (bh,1, bh,2, ..., bh,N )

と書く。

H6(w) =

H∑
k=1

N∑
j=1

(
H∑

h=1

ah(bh,j)
k −

H0∑
h=1

a∗h(b∗h,j)
k

)2

ここで、条件 a1 + · · · + aH = 1, a∗1 + · · · + a∗H0 = 1 および

a1, .., aH >= 0 がある。このような多項式の特異点解消は、まだ

得られていないが、最近、幾つかの考察がなされるようになっ

てきた [2] [3] [4] [30] [31] [32] [33] [34]。ここで第 H 番目の

aH = a∗1 + · · ·+ a∗H0 − a1 − · · · − aH−1

を代入して、a1 − a∗1,· · ·, aH0 − a∗H0 , aH0+1, · · · , aH−1 につい

てのブローアップを行うことで、学習係数の上界として

λ <=
1

2
(NH0 + H −H0 − 1)

が得られる。

6. 考 察

本論文ではカルバック情報量が解析関数でない場合を考えた

が、条件１、条件２を満たさない学習モデルでは、定理が成立

たない場合がある。例えば、学習モデルが

p(y|x, a) =
1√
2π

exp(−1

2
(y − exp(−x

a
))2)

であり、真の分布が

q(y|x) =
1√
2π

exp(−1

2
y2)

であり、q(x) が正規分布のとき、カルバック情報量は

H(a) =
1

2

∫
exp(−2x

a
))q(x)dx

=

√
2π

2
exp(− 1

a2
)

となる。

H(a) = 0 ⇐⇒ a = 0

であり、H(a) は a = 0 で無限回微分可能であるが、

c1H1(a) <= H(a) <= c2H1(a)

をみたすような定数 c1, c2 > 0 と多項式 H1(a) は存在しない。

この例は条件２を満たさない。

混合正規分布は、学習モデル p(x|w) は w について解析的であ

るが、対数関数 log( ) の収束半径が有限であるために、カル

バック情報量の解析性が失われてしまう。一方、上記であげた

例では、学習モデル p(x|w) そのものが解析的でないので、本

質的に非解析的である。この例は必ずしも自然なものではない

が、例えば、

Y =
1

1 + e−x/a
+雑音

によって、真の分布

Y =

{
1 (x > 0)

0 (otherwise)
+雑音

を学習する例は、やはり a = 0 が解となるが、これは神経回路

網の学習においては頻出する状況であり、今後は、このような

ケースも重要な研究対象となるかもしれない。
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7. 結 論

混合正規分布のカルバック情報量が解析関数でない場合があ

ることを示し、確率的複雑さの漸近展開を与える定理を証明し

た。混合正規分布の場合は、カルバック情報量が解析関数でな

くても、解析関数であるときと同等の結果が成立つことがわ

かった。
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