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あらまし はじめに代数多様体上の代数的部分集合や特異点などの定義を行い，特異点解消を具体的に求めるための

方法である ���� ��操作について解説する．この応用としては，カルバック情報量と事前分布より定まる �変数複素

関数である学習モデルのゼーター関数の極を求めることが出来る．論文 ���～�	�において，この極は，今まで解析困難

であった非正則学習モデルの場合でも，ベイズ推測に関する学習曲線の漸近展開の情報を与えることが示されている．

キーワード 統計的推定，階層モデル，非正則モデル，ベイズ推定，特異点解消
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�� ま え が き

ニューラルネットワークのように，入力からも出力からも直

接には働きを定められていない隠れた部分を持つ学習モデル

は，パラメータが特定不能になり，フィッシャー計量が縮退す

るという特徴をもつために，従来の統計理論だけでは解析不可

能であったが，この場合に関して，次のように特異点解消によ

り構成された方法論と数理的に緊密な関係を持つことが明らか

になっている ���～���．サンプル数が � のときの学習モデルの

確率的複雑さ � ��� はある有理数 �と自然数�が存在して

� ��� � � ��	 �� ��� �� ��	 ��	 �
����

となる� ここで ���� は � の有界な関数である．ベイズ推測

における汎化誤差（真の分布からベイズ推測された分布まで

のカルバック情報量の平均値）���� は，確率的複雑さの差分

� ��
 ��� � ��� に等しいものであるが，漸近展開可能であれ

ば，上記の定数 �および�を用いて

���� �� �

�
� �� �

� ��	 �

となる．この �および �が，カルバック情報量と事前分布よ

り定まる �変数複素関数である学習モデルのゼーター関数より，

決まり，特異点解消の方法を用いて計算される量である．正則

な統計モデルでは，� �パラメータ数�� � � � である．すな

わち複雑な構造を持つ学習モデルのベイズ推測に関する学習曲

線は，たくさんの特異点が局所的に引き起こす全ての学習曲線

の下側にあり，この結果，正則な統計モデルよりも，常に優れ

た学習が実現されている．

この論文では，まず代数幾何学における特異点解消の定理を

� � �



紹介し，応用として，多層神経回路網の汎化誤差の漸近展開を

考察する．

�� 特異点解消

以下の説明は，���～��� を主に参照している．

�� � 定義および特異点解消定理

最初に，代数幾何でよく使用される用語の定義を行う．

以下，�は標数 �の体 �例えば実数体，複素数体�であるとす

る．���� � ����	 ��	 � � � 	 ���を体 �を係数とする ��	 � � � 	 �� の
多項式全体の集合とする．
�	 � � � 	 
� � ����に対して，

� �
�	 � � � 	 
�� � �� � ���	 � � � 	 ��� � ���
���� � �	 � � � � ��

を 
�	 � � � 	 
� が定める代数的集合という．同様に多項式環 ����
のイデアル � に対して

� ��� � �� � ���� の任意の元 � に対して ���� � ��

をイデアル � が定める代数的集合またはアフィン代数的集

合と呼ぶ．ここでイデアル � とは，���� の部分集合で，ある


�	 � � � 	 
� が存在して，

� � ����� �

��
���

�����
���������� � �����

と書けるもののことである．従って，� ��� � � �
�	 � � � 	 
��で
ある．代数的集合の全体 � ���は閉集合の公理を満たし，こう

して定義された �� の位相をザリスキー位相という．以下，慣

例に従って，�� を ��
� とかく．

代数的集合 � は，� � �� � �� � �� �� � �� �� と �つの

代数的集合 �� �� の和集合になるときに可約と呼ばれる．可

約でないとき既約という．

イデアル � が，
�
� � � ならば，
� � �  
� � � を満た
すとき，素イデアルという．一方，��� � � �
 � ����� 全て
の � � � に対して 
��� � �� とおけば，� 	 ��� ����が成り

立つ．代数的集合 � ��� が既約であるための必要十分条件は

��� ���� が素イデアルであることであリ，この時，� ���をア

フィン代数多様体という．

代数的集合 � に対して，そのイデアルを ��� � とする．

��� � � �������� � は � 上の関数の環とみなすことが出来

る．これを � の座標環という．もし，��� �が素イデアルなら

ば剰余環 ��� �は整域 �
� � � 
	 � � ��� � ならば 
 � �また

は � � ��となる．

写像 � � � 
 � が多項式写像であるということを多項式


�	 � � � 	 
� � ���� によって

���� � �
����	 � � � 	 
�����	 � � �

と表せるもので定義する．多項式関数の概念の一般化である．

アフィン代数多様体 � 	 ��
� の座標環 ��� �は整域になるが，

その商体

��� � � �
 � �����	 � � ��� ��

を � の関数体といい，この要素を � 上の有理関数とよぶ．


は ���� �� �となる点 �でのみ値が定義されている．

� � � に対して，環���� � � �
 � ��� ��ある �	 � � ��� �が

存在して，���� �� � かつ 
 � ���� を � における � の

局所環といい，その元を � で正則という．
 の定義域を

���
 � �� � � ��で 
 は正則 � と書く．
有理写像 
 � � �� 
 ��

� とは，部分集合上で定義された写

像で，


 � �
�	 � � � 	 
��	 
�	 � � � 	 
� � ��� �

で書けるものである．

２つのアフィン代数多様体 � 	 ��
�  � 	 ��

� に対して，

� から � への有理写像 
 � � � � 
 � とは，有理写像


 � � � � 
 ��
� で，
����
� 	 � を満たすもののことで

ある．

次に有理写像 
 � �
�	 � � � 	 
�� � � ���	 � � � 	 ���の合成写像
�Æ
 を自然に定義したいが，合成写像は ���
 �
��������上

で定義されるべき写像になる．しかし，この集合が空になること

がある．例えば，
��� � ����	 ����� ����	 ��� � ������ � ���
であれば，�Æ
��� � �������������となり，意味が無くなる．

そこで，次のような概念を導入する．有理写像 
 � � ��
 �

に対して，
����
�がザリスキー位相に関して� で稠密であ

る時，
 は支配的であるという．このときはいつでも合成写像

� Æ 
 が定義できる．
アフィン代数多様体 � 	 ��

�  � 	 ��
� と開部分集合

�� 	 �  �� 	 � に対して，有理写像 
 � � � � 
 � が

�� 	 ���
，
���� 	 �� を満たすとき，
 � �� 
 �� は正則

写像という．特に，正則写像 
 � � 
 � は多項式写像と一致

する．正則写像 
：�� 
 �� が逆写像も正則写像であるとき

正則同型（写像）とよぶ．正則同型 
：�� 
 �� が存在すると

き �� と �� は双正則同値とよぶ．

有理写像 
 � � �� 
 � が双有理写像であるとは，
 が有

理逆写像をもつことである．双有理写像 
 � � �� 
� が存

在するとき � と� は双有理同値 とよぶ．また 
 は支配的に

なる．

次に射影空間の定義を行う．� � ������	 � � � � 	 ���に対し
て，同値関係 �を

���	 ��	 � � � 	 ��� � ���	 ��	 � � � 	 ���

� ���	 ��	 � � � 	 ��� � ����	 ��	 � � � 	 ���
を満足する元 � � � � ��� が存在する

で定義する．このとき，��
� ��� �を射影空間と呼ぶ．

この空間は，�� � ��
�  � � �	 � � � 	 � を次のように貼り合わ

せたものである．

��
� の元を代表元を用いて ��� � �� � � � � � ���で表すと，写像

�� � �� 
 �
�
� � ����	 � � � 	 �����	 �����	 � � � 	 ����

�
 ����	 � � � 	 �����	 �	 �����	 � � � 	 ����

は，���� � �� � � � � � ��� � ��
� ��� �� ��への全単射写像である．

一方，各 �� � �����	 � � � 	 �����	 �����	 � � � 	 ���� � ��
�� 上で

��� �� ���  ��をみたす開集合を ��� と表せば，

� � �



��� 
 ��� � ����	 � � � 	 �����	 �����	 � � � 	 ����
�
 �������� 	 � � � 	 ��������� 	 ����� 	 ��������� 	

� � � 	 ��������� 	 ��������� 	 � � � 	 ��������

は同型を与える．この同型により ���	 ��� を貼り合わせると，
��
� と同型になる．�

�
� の元を � � ��� � �� � � � � � ���と書くと

きこれを �の斉次座標という．

次に斉次イデアルを定義する．射影空間においては，代数的

集合などが，斉次イデアルを用いて定義される．

�次斉次多項式であるとは，


 �
�

�����������

���� �
��
� � � �����

と書けるものである．イデアル � 	 ���� � � � 	 ��� が斉次イデア
ルであるとは任意の 
 � � に対して，
 を斉次多項式に分解し
て 
 � 
� 
 � � �
 
	  �
� は �次斉次多項式� としたとき，
� が

� に属することである．これは，� が有限個の斉次多項式で生

成されることと同値である．

� 	 ���� � � � 	 ��� を斉次イデアルとする．��
� のイデアル �

が定める代数的集合を

� ��� � �� � ������ の任意の元 � に対して ���� � ��

とする．これらの集合によって定義される ��
� の位相をザ

リスキー位相という．また，��
� と同様に ��� � � �
 �

����	 � � � 	 ���� 全ての � � � に対して 
��� � �	 
 は斉次 �
が定義される．

� 	 ��
� を既約な代数的集合，即ち，射影代数多様体とし，

そのイデアルを ��� �とする．

� 上には定数以外の多項式は存在しないので，有理関数から

定義する．

� 上の有理関数とは，同じ次数の斉次多項式 �	 � � ���� の
商によって与えられる関数 
 � � �� 
 �のことである．有理

関数全体のなす集合，有理関数体は

��� � � ������	 � � ����は斉次かつ同じ次数で � �� ��� ��� �

と表せる．但し，同値関係 �は

��� � ����� � ��� � ��� � ��� ��

アフィンの場合と同様に，���� � � �
 � ��� ��ある �	 � �
��� � が存在して，���� �� � かつ 
 � ���� を � における �
の局所環といい，その元を � で正則という．
 の定義域を

���
 � �� � � ��で 
 は正則 � と書く．
有理写像 
 � � �� 
 ��

� とは，


 � �
�	 � � � 	 
��	 
�	 � � � 	 
� � ��� �

で表されるものであり，同様に，有理写像 
 � � � � 
 ��
�

とは，


 � �
� � 
� � � � � � 
��	 
�	 
�	 � � � 	 
� � ��� �

で表されるものである．

射影代数多様体 � 	 ��
�  � 	 ��

� と開部分集合 �� 	 � 

�� 	� に対して，有理写像 
 � �
� � � � � � 
�� � � �� 
 �

が，次の �つの条件 ����� 上 
� は正則であり，���少なくとも

一つの �に対して 
� �� �，また，���
���� 	 �� を満たすとき，

 � �� 
 �� は正則写像という．

同様に，��
� � ��

� にも代数的集合 � ���などが自然に定義

される．この論文では，これらをまとめて代数多様体（注�）と呼

ぶことにする．

代数多様体 �  � に対して，実は，� と� が双正則同値な

らば ��� � �� ��� � が成り立ち，� と � が双有理同値ならば

��� � �� ��� � が成り立つ．

一般に代数多様体 � ��� � � �
�	 � � � 	 

� 上では，ある整数
�が存在して，

����

�
��

���
���

����
���
���

���� � � �

���
���

���

�
�
��

�
�
�

���
���

����
���
���

���� � � �

���
���

���

�
�� �� �� �

かつ，稠密開集合上では等号が成立する．等号が成立する点全

体を滑らかな点または非特異点という．また，そうでない点を

特異点という．この �は � の次元と呼ばれる．

代数多様体の射 
 � � 
  が射影的であるとは，埋め込み

� � � !
  ��� が存在して，
 � "� Æ �と分解することであ
る．但し，"� �  ��� 
  は第 �成分への射影．

与えられた代数多様体  に対して，滑らかな代数多様体 �

からの双有理で射影的な射 
 � � 
  を特異点解消という．

�� � ���� 	


特異点解消の手段である ���� ��を紹介する．最初に，��
�

の原点 � � ��	 � � � 	 ��を中心とする ���� �� を定義する．� を

��
� �����

� の部分集合で

� � ���	 � � � 	 ��� ��
���
�

�����	 � � � 	 ���� ��� � � � � � �������	 � � � 	 ��� � ��
� � ����

とおく．��
� �����

� の座標を ���	 � � � 	 ���� �#� � � � � � #�� で
あらわす．この時，� の定義イデアル ��� �は ��#� � ��#� たち
で生成される斉次イデアルである．

��� � � ���#� � ��#��　 	 ����	 � � � 	 ��	 #�	 � � � 	 #��

従って，� は代数多様体であり，この時，� から��
� への第

�成分への射影 $ � "� を ���� ��と呼ぶ．明らかに，$は双

有理で射影的な射である．

�の開集合 �� � �#� �� �� � � に対して，写像

����� �
�
�� � �%��	 � � � 	 %���

�
 �%��%��	 � � � 	 %��%����	 %��	 %��%����	 � � � 	 %��%���

��%�� � � � � � %���� � � � %���� � � � � � %��� � ��
は��

� から �� への同型を与える．即ち，� は �� を貼り合せた

もので構成される．

（注�）：一般に代数多様体はアフィン多様体や射影多様体などよりも広い概念で

ある．

� � �



代数多様体 & 	 ��
� に対しては，$

���& �������� & �����
の � での閉包 &� を & の固有変換といい，$を &� に制限した

ものを ���� ��という．

次にイデアルによる ���� �� を定義する．イデアル � 	
����	 � � � 	 ��� を 
�	 � � � 	 
� で生成されるものとする．
� を��

� �����
� の部分集合で

� � � �����
���
� �

��� �
���� � � � � � 
������� � ��
� � � ����

とおく．この時，� の定義イデアル ��� � は 
�#� � 
�#� たち
で生成される ����	 � � � 	 ��	 #�	 � � � 	 #�� のイデアルで #に関して
は斉次のものである．従って，� は代数多様体であり，� から

��
� への第 � 成分への射影 $ � "� をイデアル � による ����

��と呼ぶ．これは � の生成元 
�	 � � � 	 
� の取り方によらず同
型を除いて一意的に定まる．

代数多様体& 	 ��
�に対しては，$

���&�� ������� &�� ����

の � での閉包 &� を & の固有変換といい，$を &� に制限した

ものを ���� ��という．

［定理 �］（広中の定理） 代数多様体は，適当な ���� �� 列の

合成により特異点を解消できる．

�� � 特異点解消の例

この節では，簡単な例を用いて特異点解消を説明する．

［例 �］ 
��	 �� � '��
 '��，�'�	 '� は定数� で定義される代

数多様体 � �
�を考える．特異点はないが ���� ��によってど

のように変化するかを調べる．��
� を原点 � で ���� �� すれ

ば，上記の記号をそのまま用いれば，� は ��，�� を %�� �� �

%�� �� � において，%�� � ��%��，%�� � %��%��，%��%�� � %�� で

貼り合わせたものである．図では抽象的にしばしば次のような

ものが用いられる．

この図は，� が �組の座標で表されることを示している．

�� 上では，
�%��	 %��%��� � %���'� 
 '�%��� � � とな

り，固有変換は，'� 
 '�%�� � � で表される．�� 上では


�%��%��	 %��� � %���'�%�� 
 '�� � � となり，固有変換は，

'�%�� 
 '� � �で表される．

�

$

［例 �］ 
��	 �� � �� � ��，� (� � で定義される代数多様体

� �
�を考える．特異点は原点 �である．��
� を原点 �で ����

�� すれば，�� 上では 
�%��	 %��%��� � %����%
���
�� � %���� � �と

なり，固有変換は，%���
�� � %��� � � で表される�

�� 上では 
�%��%��	 %��� � %����%
���
�� %��� � ��となり，固有変

換は，%���
�� %��� � � � � で表される� %���

�� %��� � � � � は非特

異になる．�� � %���
�� � %��� � �は同様に原点に特異点を持ち，

次数が �から �� �に変化しているので，帰納的に定義される

���� ��の列により特異点が解消されることがわかる．

� � �の時の図は次のようになる．

�

$

�次元の �つの多項式で定義される超曲面 � �
� � �
��	 �� �

�� の場合は，適当な座標変換と特異点で点による ���� ��を

繰り返し用いることによって特異点を解消できる．�次元以上

はイデアルによる ���� ��が必要になってくる．

［例 �］ 
��	 �� � �� 
 �� 
 )� で定義される代数多様体 � �
�

を考える．特異点は原点 �である．��
� を原点 �で ���� �� す

れば，上記の記号をそのまま用いれば，� は，��，��，��を次

のように貼り合わせたものである．��，�� を %�� �� � %�� �� �

において，%�� � ��%��，%�� � %��%��，%��%�� � %�� で貼り

合わせ，��，�� を %�� �� � %�� �� � において，%�� � ��%��，

%�� � %��%��，%��%�� � %�� で貼り合わせ，��，�� を %�� �� �

%�� �� � において，%�� � ��%��，%�� � %��%��，%��%�� � %��，

で貼り合わせる．図では抽象的にしばしば次のようなものが用

いられる．

この図は �次元のときと同様，�組の座標で � が成り立って

いることを示すものである．

��
� を原点 �で ���� �� すれば，�� 上では
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 �� � � で表され

る� �� 上の固有変換 %���%
�
�� 
 %���%

�
�� 
 � � �は非特異になる．

�� 上の固有変換 %��� 
 %���%
�
�� 
 %��� � � は %�� � %�� � �で ��

上の固有変換 %���%
�
�� 
 %��� 
 %��� � � は %�� � %�� � �で特異点

を持つ．従って，有限回の点の ���� ��によっては決して解消

は得られない．特異点解消はイデアルでの ���� ��によって得

られる．

%��� 
 %���%
�
�� 
 %��� � � を ��� 
 ����

�
� 
 )�� � � と書き直して

おく．��
� をイデアル � � ���	 )��で ���� ��する．�� �� ��

�

の座標を �%���	 %
�
��	 %

�
���，�� �� ��

� の座標を �%���	 %
�
��	 %

�
��� とお

くと，イデアル � で ��
� を ���� ��した集合 � は ��，�� を

� � �



%��� �� �，%��� �� �，において，%��� � ��%���，%
�
�� � %���%

�
�� � ��，

%��� � %��� � �� %
�
��%

�
�� � %��� � )� で貼り合わせたものと同型に

なる．

�� 上では ��� 
 ����
�
� 
 )�� � %������ 
 %���� 
 %����� � � となり

�� 上では ��� 
 ����
�
� 
 )�� � %�����%

��
�� 
 %����%

��
�� 
 �� � � で表さ

れる� 固有変換 � 
 %���� 
 %���� と %
��
�� 
 %����%

��
�� 
 � はともに非特

異になり特異点が解消されている．

%���%
�
�� 
 %��� 
 %��� � � も同様に � � �%��	 %���で特異点解消

できる．

従って，� �
�はこれらの ���� ��の列で特異点解消できる．

�� !�の代数化定理を用いれば，孤立特異点（特異点 �のある

近傍が存在して，その近傍の特異点は �のみ）であるとき，十

分小さい近傍に制限してみると代数多様体の孤立特異点とみな

してよい．例えば，����� � �および "!������ "!���
�� � �

は原点の近傍において同型であるとみなすことが出来る．

特異点解消定理は次のように述べることも出来る．

�� の解析的な関数 
 と特異点 � に対して，その点の近傍

� と，ある多様体 � と � から � への固有（コンパクト

集合の逆像もコンパクト）な解析関数 $ が存在して，任意

の * � � について適当な局所座標 �*�	 � � � 	 *�� が存在して，

�$�*�� � *��� *

��
� � � �*��� が成り立つ．ここで +�	 � � � 	 +� は非

負の整数．

�� 学習理論への応用

ここでは，渡辺澄夫によって得られている特異点解消の学習

理論への応用について説明し，また �層ニューラルネットワー

クに適用して得られた結果について概略を述べる．

�� � 学 習 理 論

入出力の空間を � � �	，パラメータの空間を , � � 	 ��

とする� 学習モデル "���,�とその事前分布 -�,�が与えられて

いるものとし，その真の分布を "���,��と仮定する�

カルバック距離.�,�を.�,� �
�
"���,�� ��	 ������

�����
��と

おく�

"���,�� に従う独立なサンプルを  � � � �	  �	 ���	  ��

とする� 与えられたサンプル  � と事前確率 -�,� とから

事後確率 "�,� �� を "�,� �� � �
��
-�,�#�

���"� ��,� に

よって定める（&� は正規化定数）� これよりベイズ推測を

"��� �� �
�
"���,�"�,� ���, と定義する� 汎化誤差 ����

をサンプル  � に関する平均 /��・� を用いて，

���� � /��
�
"���,�� ��	 "���,��

"��� ��
���

としておく．

確率的複雑さを

� ��� � �/����	
�

$%����0��,��-�,��,�

とすれば，

���� � � ��
 ��� � ����

が成り立つ．

学習モデルのゼータ関数を

��)� �

�
.�,��-�,��,

とおけば，���～��� より，この関数 ��)� の最も原点に近い極を

�，その位数を�とすると

� ��� � � ��	 � � ��� �� ��	 ��	 �
�����

が成り立つ．ここで ���� は � の有界な関数である�

�� � 多層神経回路網の学習曲線

ここでは，入力ユニット１個，中間ユニット "個，出力ユニッ

ト１個の３層パーセプトロンの学習曲線を考察する．

� を入力，� を出力，パラメータを , � ���	 ���� �

�	 � � � 	 "�とし，


��	,� �

��
���

��  ��&�����

にとおく．このとき学習モデルは

"����	,� �
��
�1

$%����

�
�� � 
��	,����

で書ける．事前分布 -���は ���	 ��上の一様分布，真の分布は

,� � �すなわち全ての ��	 �� は �の場合を考える．

このときカルバック情報量は

.�,� �
�

�

� �

��


��	,����

になるが，� �は，�'� により，次の関数

�
� の近傍

�
��

���

�

��
���

���
����
� ����#�

���������

の原点に最も近い極と位数を求めればよい事がわかっている．

また，�'� では次のような評価が得られている．
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�
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この節では，
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��
���

���
����
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���������

の ���� ��を考察し，更に厳密な � の評価を紹介する．
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ここで，次のような関数を定義しておく．
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を満たしている．
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即ち，�� � '� � � � � � '� � � での ���� �� を考察すれば

よい．
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この論文では詳細は述べないが，このような方法により，

�� � "となる最大の �について

�"
 ���� �� 
 ��

��
 �
� �"
 �� 
 �

�� 
 �

が原点に近い極として出てくる．

�� ま と め

特異点解消を代数幾何学的観点から説明を行い，特異点解消

の手段である ���� ��操作について具体的に考察した．また，

応用として，�層ニューラルネットワークの学習モデルのゼー

タ関数の極を求める計算方法を示し，���� ��により学習曲線

の漸化式を得られることを示した．これは，代数幾何学の方法

が，学習理論という極めて具体的な世界の複雑な問題を解決で

きるという意味での強さを持っていることを表している．今後

は，学習モデルのゼータ関数の極の性質を代数幾何学観点から

考察をおこないたい．
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