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第 1 章

無限次元の線形空間とFourier級数

1.1. 無限次元の線形空間

内積のついた C 上の線形空間 pH,p¨, ¨qHq を考える. te⃗ku8
k“1 を正規直交系,

すなわち

(1.1) pe⃗i, e⃗ jqH “ δi j “

#

1 i “ j

0 i ‰ j

なるものとしよう. v⃗ P H がスカラー c1, . . . ,cn P Cを用いて

(1.2) v⃗ “

n
ÿ

k“1

ck e⃗k “ c1e⃗1 ` ¨ ¨ ¨ ` cn e⃗n

と書けたとすると, ci “ p⃗v, e⃗iqH となる. 実際に 1 ď i ď nに対して (1.2)に e⃗i と
の内積をとると

p⃗v, e⃗iqH “

˜

n
ÿ

k“1

ck e⃗k , e⃗i

¸

H

“

n
ÿ

k“1

ck pe⃗k , e⃗iqH p7内積の線形性)

“

n
ÿ

k“1

ckδki p7 te⃗ku8
k“1は正規直交系 q

“ ci

(1.3)

となる. 次に, v⃗ P H がスカラー c1, . . . ,cn, . . . P Cを用いて

(1.4) v⃗ “

8
ÿ

k“1

ck e⃗k “ c1e⃗1 ` ¨ ¨ ¨ ` ck e⃗k ` ¨ ¨ ¨

5



6 1無限次元の線形空間と Fourier級数

と書けたとする. i P Nに対して, (1.3)と同じ計算をしてみると,

p⃗v, e⃗iqH “

˜

8
ÿ

k“1

ck e⃗k , e⃗i

¸

H

“

˜

lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

ck e⃗k , e⃗i

¸

H

“ lim
nÑ8

˜

n
ÿ

k“1

ck e⃗k , e⃗i

¸

H

p内積と極限を形式的に交換した)

“ lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

ck pe⃗k , e⃗iqH p7内積の線形性)

“ lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

ckδki p7 te⃗ku8
k“1は正規直交系 q

“ lim
nÑ8

ci p7 nは iより大きいとしてよい q

“ ci

(1.5)

と形式的には, ci “ p⃗v, e⃗iqが得られる. 内積と極限を交換できるかどうかが問題
である. つまり,線形空間に何らかの距離,もっと一般的には位相を考える必要
があるということである.
ところで, v⃗ P H に対して

(1.6) }⃗v}H :“
b

p⃗v, v⃗qH

を v⃗ のノルム,または長さというのであった. また,数列 tanu8
n“1 Ă Rが a P R

に収束する,つまり

(1.7) an Ñ a pn Ñ 8q pin Rq

となることは |an ´ a| Ñ 0 (n Ñ 8)と定めるのであった. このことを一般化
して,ベクトルの列 tv⃗nu8

n“1 Ă H が v P H に収束する,つまり

(1.8) v⃗n Ñ v pn Ñ 8q in H

となることを }⃗vn ´ v⃗}H Ñ 0 (n Ñ 8)と定めてみる. すると,さきほどの形式
的な極限の交換が正当化できる. なぜなら, v⃗n “

řn
k“1 ck e⃗k とおくと,

|p⃗vn, e⃗iqH ´ p⃗v, e⃗iqH | “ |p⃗vn ´ v⃗ , e⃗iqH |

ď }⃗vn ´ v⃗}H}e⃗i}H p7 Schwarzの不等式 q

Ñ 0 pn Ñ 8q

(1.9)
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となるからである.
有限次元の線形空間を考えるうえでは,距離や位相は本質的に考える必要が

ない. 実際に, d次元の線形空間は Rd と位相同型となる. 他方,無限次元の線形
空間では距離を考える必要がある.

1.2. Fourier級数

無限次元の線形空間 H の具体例を説明するために,二乗可積分関数のなす
空間 L2p´π,πqを

(1.10) L2p´π,πq :“
"

f : p´π,πq Ñ R, 可測関数,
ż π

´π
| f pxq|2 dx ă 8

*

で定める. あとで示すことにするが, L2p´π,πqは内積

(1.11) p f , gqL2p´π,πq :“
ż π

´π
f pxqgpxq dx

が定義された線形空間となる. そして

(1.12)
"

1
?
π

cospk xq,
1

?
π

sinpk xq,
1

?
2π

*8

k“1

は pL2p´π,πq,p¨, ¨qL2p´π,πqq における正規直交系になっている. 実際に, k, l P N

に対して
ˆ

1
?
π

cospk xq,
1

?
π

cospl xq

˙

L2p´π,πq

“
1
π

ż π

´π
cospkxq cospl xq dx “ δkl

ˆ

1
?
π

cospkxq,
1

?
π

sinpl xq

˙

L2p´π,πq

“
1
π

ż π

´π
cospkxq sinpl xq dx “ 0

ˆ

1
?
π

cospkxq,
1

?
2π

˙

L2p´π,πq

“
1

?
2π

ż π

´π
cospk xq dx “ 0

ˆ

1
?
π

sinpk xq,
1

?
π

sinpl xq

˙

L2p´π,πq

“
1
π

ż π

´π
sinpk xq sinpl xq dx “ δkl

ˆ

1
?
π

sinpkxq,
1

?
2π

˙

L2p´π,πq

“
1

?
2π

ż π

´π
sinpkxq dx “ 0

ˆ

1
?

2π
,

1
?

2π

˙

L2p´π,πq

“
1

2π

ż π

´π
dx “ 1

(1.13)
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がわかる. そこで, (1.5)の展開をすると, f P L2p´π.πqに対して

(1.14) f pxq “
ã0

?
2π

`

8
ÿ

k“1

ˆ

ãk
?
π

cospkxq `
b̃k
?
π

sinpkxq

˙

と書ける. ここで, k P Nに対して

ã0 “

ˆ

f ,
1

?
2π

˙

L2p´π,πq

“
1

?
2π

ż π

´π
f pxq dx

ãk “

ˆ

f ,
1

?
π

cospk xq

˙

L2p´π,πq

“
1

?
π

ż π

´π
f pxq cospk xq dx

b̃k “

ˆ

f ,
1

?
π

sinpkxq

˙

L2p´π,πq

“
1

?
π

ż π

´π
f pxq sinpk xq dx

(1.15)

である. 係数を簡単にするために

a0 :“
1
π

ż π

´π
f pxq dx

ak :“
1
π

ż π

´π
f pxq cospkxq dx

bk :“
1
π

ż π

´π
f pxq sinpk xq dx

(1.16)

とおけば, (1.14)は

(1.17) f pxq “
a0

2
`

8
ÿ

k“1

pak cospk xq ` bk sinpk xqq

となる. (1.17)の右辺の級数を Fourier級数という.

例 1.1.
f : p´π,πq Ñ Rを c P Rに対して

(1.18) f pxq “

$

’

’

&

’

’

%

´c ´π ă x ă 0

0 x “ 0

c 0 ă x ă π

で定めたときに, f のFourier級数を求めよう. k P Nに対して, f pxq, f pxq cospkxq

が奇関数となることに注意すると,

(1.19) a0 “
1
π

ż π

´π
f pxq dx “ 0, ak “

1
π

ż π

´π
f pxq cospkxq dx “ 0
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となることがわかる. 他方, f pxq sinpkxqは偶関数となるから

bk “
1
π

ż π

´π
f pxq sinpkxq dx

“
2c
π

ż π

0
sinpk xq dx

“
2c
kπ

p1 ´ cospkπqq “

#

4c
kπ kが奇数

0 kが偶数

(1.20)

となる. 従って, k “ 2l ´ 1 (l P N)とおけば, f の Fourier級数は

f pxq “

8
ÿ

l“1

4c
p2l ´ 1qπ

sinpp2l ´ 1qxq

“
4c
π

ˆ

sin x `
1
3

sinp3xq `
1
5

sinp5xq `
1
7

sinp7xq ` ¨ ¨ ¨

˙

(1.21)

となる. (1.21)が正しいと仮定して, x “ π
2 とおくと, sinp

p2l´1qπ
2 q “ p´1ql´1 と

なるから

(1.22) c “
4c
π

ˆ

1 ´
1
3

`
1
5

´
1
7

` ¨ ¨ ¨

˙

,

すなわち

(1.23)
8
ÿ

l“1

p´1ql´1

2l ´ 1
“ 1 ´

1
3

`
1
5

´
1
7

` ¨ ¨ ¨ “
π

4

が得られる. (1.23)の左辺の交代級数は収束することは級数の一般論でわかる
が,具体的な値は Fourier級数を用いると求めることができる.

さて, Fourier級数 (1.17)はどのような関数 f において正しいのだろうか？
さらに,無限級数はどのような意味で正しいのだろうか？ これは, (1.4)の無限
級数がどのような意味で正しいのか？ ということと同等の問題である. そこ
で,次の節で,無限次元の内積をもつ線形空間をどのように扱うか, Fourier級数
がどのような意味で正しいのかを考えることにする.





第 2 章

Fourier級数

本章では, Fourier級数の性質を論ずる. 関数 f : p´π,πq Ñ Rの Fourier級
数とは

(2.1) f pxq “
a0

2
`

8
ÿ

k“1

pak cospk xq ` bk sinpk xqq

の右辺の級数であった. ここで,

a0 :“
1
π

ż π

´π
f pxq dx

ak :“
1
π

ż π

´π
f pxq cospkxq dx

bk :“
1
π

ż π

´π
f pxq sinpk xq dx

(2.2)

である. (2.2)によって決まる ak , bk を f の Fourier係数という.

2.1. Fourier係数の性質

2.1.1. Fourier係数の一意性. 二つの関数 f , g : p´π,πq Ñ Rの Fourier係数
が一致したとしよう. このときに, f と g が等しくなるかについて考える.

f pxq “
a0

2
`

8
ÿ

k“1

pak cospkxq ` bk sinpkxqq ,

gpxq “
ã0

2
`

8
ÿ

k“1

`

ãk cospkxq ` b̃k sinpkxq
˘

(2.3)

と Fourier級数に展開できたとすると,形式的には

(2.4) f pxq ´ gpxq “
a0 ´ ã0

2
`

8
ÿ

k“1

`

pak ´ ãkq cospk xq ` pbk ´ b̃kq sinpkxq
˘

となるから, Fourier係数がすべて 0となる Fourier級数は恒等的に 0となる関
数であることがわかればよい.

11
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定理 2.1 (Fourier級数の一意性).
可積分な連続関数 f : p´π,πq Ñ Rの Fourier係数がすべて 0ならば, f は

恒等的に零となる. すなわち,すべての x P p´π,πqに対して f pxq “ 0が成り
立つ.

証明.
背理法で示す. つまり,ある x0 P p´π,πqが存在して, f px0q ‰ 0であるとす

る. 必要ならば, f のかわりに ´ f を考えることにより, f px0q ą 0と仮定して
よい. f が連続だから,ある δ ą 0が存在して, rx0 ´ δ, x0 ` δs Ă p´π,πqかつ,
すべての x P rx0 ´ δ, x0 ` δsに対して, f pxq ą

f px0q

2 とできる (各自考えよ).
ψ : p´π,πq Ñ Rを x P p´π,πqに対して

(2.5) ψpxq :“ 1 ` cospx ´ x0q ´ cos δ

と定める. すると,すべての N P Nに対してスカラー αk , βk を用いて

(2.6) ψNpxq “ α0 `

N
ÿ

k“0

pαk cospkxq ` βk sinpkxqq

と書ける. 実際に, cospx ´ x0q “ 1
2peipx´x0q ` e´ipx´x0qqに注意して,指数法則と

Eulerの公式を用いればよい. f の Fourier係数はすべて 0だったのだから

(2.7)
ż π

´π
f pxqψN pxq dx “ 0

が得られる.
x0 ´ δ ă x ă x0 ` δに対して,

(2.8) |x ´ x0| ă δ ă π

だから, cospx ´ x0q ą cos δ,すなわち, ψpxq ą 1がわかる. さらに, x0 ´ δ
2 ă x ă

x0 ` δ
2 に対しては

(2.9) |x ´ x0| ă
δ

2
ă π

だから, cospx ´ x0q ą cos δ
2 ,すなわち,

(2.10) ψpxq ą 1 ` cos
δ

2
´ cos δ ą 1
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がわかる. 以上により,
(2.11)
ż x0`δ

x0´δ
ψN pxq dx ě

ż x0` δ
2

x0´ δ
2

ψNpxq dx ě

ˆ

1 ` cos
δ

2
´ cos δ

˙N

δ Ñ 8 pN Ñ 8q

がわかる.
次に, ´π ă x ă x0 ´ δまたは, x0 ` δ ă x ă πのときは

(2.12) δ ă |x ´ x0| ă 2π ´ δ

だから, cos δ ă cospx´x0q,すなわち, ψpxq ă 1が成り立つ. したがって, N Ñ 8

とすると各点収束の意味で f pxqψNpxq Ñ 0 である. さらに, N P N に対して
| f pxqψN pxq| ď | f pxq|であり, f が p´π, x0 ´ δq Y px0 ` δ,πq上の N に依らない
可積分関数だから Lebesgueの優収束定理が使えて

(2.13)
ż x0´δ

´π
f pxqψN pxq dx `

ż π

x0`δ
f pxqψNpxq dx Ñ 0 pN Ñ 8q

が成り立つ. (2.11)と (2.13), δ ą 0の定めかたから

ż π

´π
f pxqψNpxq dx “

ˆ
ż x0´δ

´π
`

ż x0`δ

x0´δ
`

ż π

x0`δ

˙

f pxqψN pxq dx

ě
f px0q

2

ż x0`δ

x0´δ
ψNpxq dx `

ˆ
ż x0´δ

´π
`

ż π

x0`δ

˙

f pxqψNpxq dx

Ñ 8 pN Ñ 8q

(2.14)

となるが,これは (2.7)に矛盾する. □

2.1.2. Besselの不等式. f : p´π,πq Ñ Rについて, k P Nに対し | sin kx| ď 1,
| cos k x| ď 1だから

(2.15) |ak |, |bk | ď
1
π

ż π

´π
| f pxq| dx

がわかる. すなわち, f が p´π,πq上可積分であれば, Fourier係数は有限な値を
持つことがわかる. f 2が p´π,πq上可積分であるときは, (2.15)より精密な評価
が得られる.
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定理 2.2 (Besselの不等式).
f : p´π,πq Ñ R は f 2 が可積分であるとする. このとき, ak , bk を f の

Fourier係数とすると Besselの不等式

(2.16)
a0

2
`

8
ÿ

k“1

pa2
k ` b2

kq ď
1
π

ż π

´π
| f pxq|2 dx

が成り立つ. 特に

(2.17) ak , bk Ñ 0 pk Ñ 8q

が成り立つ.

証明.
Besselの不等式 (2.16)の左辺の無限級数は正項級数であり,右辺が有限であ

れば,この正項級数は収束するので, (2.17)が従う. 以下, Besselの不等式 (2.16)
を示す.

N P Nに対し

0 ď

ż π

´π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f pxq ´

˜

a0

2
`

N
ÿ

k“1

pak cos kx ` bk sin kxq

¸ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dx

“

ż π

´π
| f pxq|2 dx ´ a0

ż π

´π
f pxq dx ´ 2

N
ÿ

k“1

ż π

´π
f pxqpak cos k x ` bk sin k xq dx

`

ż π

´π

˜

a0

2
`

N
ÿ

k“1

pak cos kx ` bk sin kxq

¸2

dx

(2.18)

となる. 2項目と 3項目の積分は, Fourier係数の定義を用いれば

0 ď

ż π

´π
| f pxq|2 dx ´ πa2

0 ´ 2π
N

ÿ

k“1

pa2
k ` b2

kq

`

ż π

´π

˜

a0

2
`

N
ÿ

k“1

pak cos kx ` bk sin kxq

¸2

dx

(2.19)
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と変形できる. 最後の項の積分は, (1.13)に注意すると

ż π

´π

˜

a0

2
`

N
ÿ

k“1

pak cos kx ` bk sin kxq

¸2

dx

“

ż π

´π

a2
0

4
dx `

N
ÿ

k“1

ż π

´π
a0pak cos kx ` bk sin kxq dx

`

N
ÿ

k“1

N
ÿ

l“1

ż π

´π
pak cos k x ` bk sin k xqpal cos l x ` bl sin l xq dx

“
πa2

0

2
`

N
ÿ

k“1

ż π

´π
pa2

k cos2 k x ` b2
k sin2 kxq dx

“
πa2

0

2
` π

N
ÿ

k“1

pa2
k ` b2

kq

(2.20)

となる. (2.20)を (2.19)に代入して整理すれば

(2.21)
a2

0

2
`

N
ÿ

k“1

pa2
k ` b2

kq ď
1
π

ż π

´π
| f pxq|2 dx

となるから, N Ñ 8とすれば (2.16)を得る. □

2.2. 連続関数に対する Fourier級数の収束

この節では,関数項級数の一様連続の理論を用いて, Fourier級数の収束性を
議論する. まずは,復習として,一様収束の定義からはじめよう.

定義 2.1 (一様収束).
p´π,πq上の関数列 FN : p´π,πq Ñ R (N P N)が F : p´π,πq Ñ Rに一様収

束するとは,

(2.22) sup
xPp´π,πq

|FNpxq ´ Fpxq| Ñ 0 pN Ñ 8q

をみたすことをいう.

我々は, FN として Fourier級数の部分和

(2.23) FNpxq :“
a0

2
`

N
ÿ

k“1

pak cos k x ` bk sin k xq
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を考えたいのである. このとき, FN は p´π,πq上の連続関数である. FN が F に
p´π,πq上一様収束するとき,どのようなことが結論できるかをまとめておこう.

定理 2.3 (連続関数列の一様収束極限).
p´π,πq 上の連続な関数列 FN : p´π,πq Ñ R (N P N) が F : p´π,πq Ñ R

に一様収束するとき, F は p´π,πq上連続となる.

証明の概略.
x0 P p´π,πqをとって, |Fpxq ´ Fpx0q|が x Ñ x0 としたときに 0に収束す

ればよい.

|Fpxq ´ Fpx0q| ď |Fpxq ´ FNpxq| ` |FNpxq ´ FNpx0q| ` |FNpx0q ´ Fpx0q|

ď 2 sup
xPp´π,πq

|Fpxq ´ FNpxq| ` |FNpxq ´ FNpx0q|

(2.24)

と評価する. N P Nを十分に大きくとれば, FN が F に p´π,πq上一様収束する
ことから,右辺の第一項はいくらでも小さくできる. 次に,いまとれた N に対し
て, xを x0に近づければ, FN は連続だから右辺の第二項はいくらでも小さくで
きる. 厳密には,この推論を ε論法で行えばよい. □

定理 2.4 (積分と極限の順序交換).
p´π,πq 上の可積分関数列 FN : p´π,πq Ñ R (N P N) が可積分関数 F :

p´π,πq Ñ Rに一様収束するとき,極限と積分の順序が交換できる. すなわち

(2.25) lim
NÑ8

ż π

´π
FNpxq dx “

ż π

´π
Fpxq dx

が成り立つ.

証明の概略.
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|
şπ

´π FNpxq dx ´
şπ

´π Fpxq dx|が N Ñ 8としたときに 0に収束すればよい.
積分の線形性と三角不等式,順序保存性を使えば

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż π

´π
FNpxq dx ´

ż π

´π
Fpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż π

´π
|FNpxq ´ Fpxq| dx

ď sup
xPp´π,πq

|FN pxq ´ Fpxq|

ż π

´π
dx

“ 2π sup
xPp´π,πq

|FN pxq ´ Fpxq|

(2.26)

となる. FN が F に p´π,πq上一様収束するから,この右辺は 0に収束する. □

一般に, FN が F に p´π,πq上一様収束することを示すのは難しい. しかし,
FN が関数列 f k : p´π,πq Ñ Rを用いて

(2.27) FN pxq :“
N

ÿ

k“1

f kpxq

と書けている場合は, Weierstrassの優級数判定法が知られている.

定理 2.5 (Weierstrassの優級数判定法).
p´π,πq上の関数列 f k : p´π,πq Ñ R (k P N)は,ある tMku8

k“1 Ă Rが存在
して,すべての k P Nと x P p´π,πqに対して, | f kpxq| ď Mkかつ,

ř8
k“1 Mk ă 8

を仮定する. このとき,関数項級数
řN

k“1 f kpxqは p´π,πq上ある関数に一様収
束する.

証明の方針.
N,n P Nと x P p´π,πqに対して

(2.28) |SN`npxq ´ SN pxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N`n
ÿ

k“N`1

f kpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

N`n
ÿ

k“N`1

| f kpxq| ď

N`n
ÿ

k“N`1

Mk

だから,
ř8

k“1 Mk ă 8より

(2.29) sup
xPp´π,πq

|SN`npxq ´ SN pxq| ď

N`n
ÿ

k“N`1

Mk Ñ 0 pN,n Ñ 8q

が得られる. Cauchyの収束条件から, SN はある関数に p´π,πq 上一様収束す
る. □
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注意 2.1.
Weirerstassの優級数判定法において,「関数項級数

řN
n“1 fnpxqは p´π,πq上

ある関数に一様収束する」は簡単に「関数項級数
ř8

n“1 fnpxqは p´π,πq上一様
収束する」と書かれることが多い. 関数項級数

ř8
n“1 fnpxqを考えるときは,そ

の部分和
řN

k“1 f kpxqが収束するかどうかを考えるのが自然だからである.

Fourier級数の各項について

(2.30) |ak cos kx ` bk sin kx| ď |ak cos kx| ` |bk sin k x| ď |ak | ` |bk |

だから,
ř8

k“1 |ak | ` |bk | ă 8であれば, Weierstrassの優級数判定法が使える. ま
とめて次を得る.

定理 2.6.
p´π,πq上で定義された連続関数 f : p´π,πq Ñ Rの Fourier係数 ak , bk は

(2.31)
8
ÿ

k“1

p|ak | ` |bk |q ă 8

をみたすとする. このとき, x P p´π,πqに対して

(2.32) f pxq “
a0

2
`

8
ÿ

k“1

pak cos kx ` bk sin kxq

が成り立つ. (2.32)の右辺の級数は p´π,πq上一様収束する.

証明.
N P Nに対して

(2.33) SNpxq :“
a0

2
`

N
ÿ

k“1

pak cos k x ` bk sin k xq

とおく. すると, Weierstrassの判定法から, SN は p´π,πq上ある関数 S : p´π,πq Ñ

Rに一様収束する. SN は p´π,πq上連続関数だから, 連続関数列の一様収束極
限の連続性より, S もまた p´π,πq上連続関数となる. S の Fourier係数は,積分
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と極限の順序交換が使えて, k P Nに対して

1
π

ż π

´π
Spxq dx “ lim

NÑ8

1
π

ż π

´π
SNpxq dx “ a0

1
π

ż π

´π
Spxq cos k x dx “ lim

NÑ8

1
π

ż π

´π
SNpxq cos k x dx “ ak

1
π

ż π

´π
Spxq sin k x dx “ lim

NÑ8

1
π

ż π

´π
SNpxq sin kx dx “ bk

(2.34)

となる. 従って,連続関数 f ´ S の Fourier級数はすべて 0となる. Fourier級数
の一意性より, f ´ Sは恒等的に零になる,すなわち, (2.32)が成り立つ. □

さて, (2.31)はいつ成り立つのか？ が次の問題である. (2.31)が成り立つで
きるだけ簡単な条件をみつけておくのがよいだろう. そこで, Fourier係数 ak , bk

が k P Nについてどのように評価されるかを調べよう.
ところで, Fourier級数の各項は周期 2πの周期関数になっている. すなわち,

k P Nと x P Rに対して

(2.35) cospkpx ` 2πqq “ cospkxq, sinpkpx ` 2πqq “ sinpkxq

となっている. したがって, Fourier級数を考える f も周期 2πの周期関数を考え
るのが自然である. 周期 2πの周期関数で最も重要な例は,単位円周上で定義さ
れた関数である. これは, p´π,πq上で定義された関数 f : p´π,πq Ñ Rで, ´πと
π を同一視してつなげたものだと考えればよい. 数式を使えば, f が x “ ´π,π

でも定義ができて,すべての l P NY t0uに対して f plqp´πq “ f plqpπqとなって
いることに相当する. この条件のもとで, f の Fourier係数の性質を調べよう.

命題 2.1.
p´π,πqで定義された微分可能な関数 f : p´π,πq Ñ Rは x “ ´π,π で定

義できて, f p´πq “ f pπqをみたすとする. このとき, k P Nと f の Fourier係
数 ak , bk に対して

(2.36) ak “ ´
1

kπ

ż π

´π
f 1pxq sin k x dx, bk “

1
kπ

ż π

´π
f 1pxq cos kx dx

が成り立つ.

証明.
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bk について,部分積分により,

bk “
1
π

ż π

´π
f pxq sin kx dx

“ ´
1

kπ
r f pxq cos kxs

π
x“´π `

1
kπ

ż π

´π
f 1pxq cos k x dx

(2.37)

となる. f pπq “ f p´πq, cosp´kπq “ cos kπを用いると r f pxq cos k xs
π
x“´π “ 0

がわかる. ak については各自考えよ. □

命題 2.1より,導関数 f 1 が可積分であれば,

(2.38) |ak |, |bk | ď
1

kπ

ż π

´π
| f 1pxq| dx

がわかる. また, pf pkq :“ ak ` ibk とおくと,

ak ` ibk “ ´
1

kπ

ż π

´π
f 1pxq sin k x dx `

i
kπ

ż π

´π
f 1pxq cos k x dx

“
i
k

ˆ
ż π

´π
f 1pxq cos k x dx ` i

ż π

´π
f 1pxq sin kx dx

˙

,

(2.39)

より

(2.40) pf 1pkq “ ´ik pf pkq

が得られたことに注意しておく. つまり,単位円周上で定義された関数 f につい
て f 1の Fourier係数は f の Fourier係数を ´ik 倍すればよいということである.
命題 2.1を f 1 について適用すれば,

(2.41) |ak |, |bk | ď
1

k2π

ż π

´π
| f 2pxq| dx

となり,

(2.42)
8
ÿ

k“1

p|ak | ` |bk |q ď

ˆ

2
π

ż π

´π
| f 2pxq| dx

˙ 8
ÿ

k“1

1
k2 ă 8

がわかる. 以上をまとめると,次の収束定理が得られる.

定理 2.7.
p´π,πq で定義された 2回微分可能な関数 f : p´π,πq Ñ R は x “ ´π,π

で定義できて, f p´πq “ f pπq, f 1p´πq “ f 1pπqをみたすとする. さらに, f の
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2階導関数 f 2は p´π,πq上可積分であるとする. このとき, x P p´π,πqに対し
て ak , bk を (2.2)で定めれば

(2.43) f pxq “
a0

2
`

8
ÿ

k“1

pak cos kx ` bk sin kxq

が成り立つ. (2.43)の右辺の級数は p´π,πq上一様収束する.

2.3. L2空間

Fourier級数には直交性の概念 (1.13)があった. また,二乗可積分関数のなす
空間 L2p´π,πqを導入した. この空間について調べてみよう.
くりかえしになるが,二乗可積分関数のなす空間 L2p´π,πqを

(2.44) L2p´π,πq :“
"

f : p´π,πq Ñ R, 可測関数,
ż π

´π
| f pxq|2 dx ă 8

*

で定める. f , g P L2p´π,πqに対して L2p´π,πqの意味で f “ g であるとは,ほ
とんどすべての x P p´π,πqに対して f pxq “ gpxqとなることとする.

例 2.1.
f : p´π,πq Ñ Rは有界な可測関数とする. このとき, f P L2p´π,πqとなる.

実際に, M :“ sup´πăxăπ | f pxq|とおけば,
ż π

´π
| f pxq|2 dx ď

ż π

´π
M2 dx “ 2M2π ă 8

となるからである. したがって, g : p´π,πq Ñ Rを

gpxq “

#

´1 ´π ă x ă 0

1 0 ď x ă π

とおくと, g P L2p´π,πqとなる. つまり, g P L2p´π,πqとなる連続でない関数
がある.

例 2.2.
f : p´π,πq Ñ Rを

f pxq “

$

&

%

1
3
?

|x|
x P p´π,πqzt0u

0 x “ 0
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とおくと, f P L2p´π,πqとなる. つまり, f P L2p´π,πqとなる非有界な関数が
ある.

例 2.3.
f : p´π,πq Ñ Rを

f pxq “

$

&

%

1?
|x|

x P p´π,πqzt0u

0 x “ 0

とおくと, f P L2p´π,πqとならない. つまり, f P L2p´π,πqとなる非有界な関
数がある.

命題 2.2.
L2p´π,πqは関数の和とスカラー倍により実線形空間となる.

証明の概要.
f , g P L2p´π,πqと λ P Rに対して, f ` g P L2p´π,πqと λ f P L2p´π,πqと

なるかを示そう.

(2.45)
ż π

´π
|pλ f qpxq|2 dx “ |λ|2

ż π

´π
| f pxq|2 dx ă 8

より, λ f P L2p´π,πqはすぐにわかる. 難しいのは, f ` g P L2p´π,πqである.
凸不等式 (もしくは,相加相乗の不等式)より a,b ě 0に対して

(2.46) pa ` bq2 ď 2pa2 ` b2q

となる. a “ | f pxq|, b “ |gpxq|とすれば
ż π

´π
| f pxq ` gpxq|2 dx ď

ż π

´π
p| f pxq| ` |gpxq|q2 dx

ď 2
ż π

´π
p| f pxq|2 ` |gpxq|2q dx

“ 2
ˆ

ż π

´π
| f pxq|2 dx `

ż π

´π
|gpxq|2 dx

˙

ă 8

(2.47)

となり, f ` g P L2p´π,πqがわかる. あとは和とスカラー倍の性質を調べれば
よいが,これは Rが体であることを使えばよい. □
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f , g P L2p´π,πqに対して

(2.48) p f , gqL2p´π,πq :“
ż π

´π
f pxqgpxq dx

と定める.

命題 2.3.
L2p´π,πqに対して, (2.48)で定めた p¨, ¨qL2p´π,πqは L2p´π,πqの内積となる.

証明.
示すべきことは, f , g,h P L2p´π,πqと λ P Rに対して

(2.49)
p f , f qL2p´π,πq ě 0,

p f , f qL2p´π,πq “ 0 ô f “ 0 pL2p´π,πqの意味で q,

p f , gqL2p´π,πq “ pg, f qL2p´π,πq,

pg ` h, f qL2p´π,πq “ pg, f qL2p´π,πq ` ph, f qL2p´π,πq, pλg, f qL2p´π,πq “ λpg, f qL2p´π,πq

である. p f , f qL2p´π,πq “ 0 ならば, L2p´π,πqの意味で f “ 0 を示すことが難
しい.

p f , f qL2p´π,πq “ 0ならば,任意の n P Nに対して

0 “

ż π

´π
| f pxq|2 dx ě

ż

p´π,πqXtxPp´π,πq:| f pxq|ě 1
n u

| f pxq|2 dx

ě
1
n2 m1

ˆ

p´π,πq X

"

x P p´π,πq : | f pxq| ě
1
n

*˙
(2.50)

となる. ここで, m1 は一次元 Lebesgue測度である. n Ñ 8とすると, p´π,πq X

tx P p´π,πq : | f pxq| ě 1
n uは nについて単調増加な集合列で

(2.51)
8
ď

n“1

ˆ

p´π,πq X

"

x P p´π,πq : | f pxq| ě
1
n

*˙

“ p´π,πqXtx P p´π,πq : | f pxq| ą 0u

だから, m1ptx P p´π,πq : | f pxq| ą 0uq “ 0 となる. つまり, m1ptx P p´π,πq :
| f pxq| ‰ 0uq “ 0が示せたので,ほとんどすべての x P p´π,πqに対して f pxq “ 0
が成り立つ. □
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f P L2p´π,πqに対して

(2.52) } f }L2p´π,πq :“
b

p f , f qL2p´π,πq “

ˆ
ż π

´π
| f pxq|2 dx

˙
1
2

とおく. } f }L2p´π,πq は f P L2p´π,πqの L2p´π,πqノルムという.

命題 2.4.
f , g P L2p´π,πq に対して dp f , gq :“ } f ´ g}L2p´π,πq とおくと, d は

L2p´π,πqの距離になる. すなわち, f , g,h P L2p´π,πqに対して

dp f , gq ě 0,

dp f , gq “ 0 ô f “ g pL2p´π,πqの意味で q,

dp f , gq “ dpg, f q,

dp f ,hq ď dp f , gq ` dpg,hq

(2.53)

が成り立つ.

命題 2.4の証明は, 内積の性質をつかえば簡単にわかる. 関数列 t fnu8
n“1 Ă

L2p´π,πqが f P L2p´π,πqに L2p´π,πqの意味で収束するということを

(2.54) dp fn, f q “ } fn ´ f }L2p´π,πq Ñ 0 pn Ñ 8q

と距離 d を用いて定義できる.

定理 2.8.
L2p´π,πq は命題 2.4 で定めた距離について完備となる. すなわち,

t f ku8
k“1 Ă L2p´π,πq が 2.4 で定めた距離 d について Cauchy 列, つまり,

dp fn, fmq Ñ 0 (n,m Ñ 8) であるならば, t f ku8
k“1 は L2p´π,πq の意味で収

束列となる.

証明.
1. t f ku8

k“1 Ă L2p´π,πqが dp fn, fmq “ } fn ´ fm}L2p´π,πq Ñ 0 (n,m Ñ 8)を
みたすとする. このときに,ある部分列 t f k ju

8
j“1 が f P L2p´π,πqに L2p´π,πq

の意味で収束すれば, t f k ju
8
j“1 も f P L2p´π,πqに L2p´π,πqの意味で収束する

ことを示す. 三角不等式により
} f k ´ f }L2p´π,πq “ } f k ´ f k j ` f k j ´ f }L2p´π,πq

ď } f k ´ f k j }L2p´π,πq ` } f k j ´ f }L2p´π,πq
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となる. 任意の ε ą 0に対して, t f k j u
8
j“1 が f P L2p´π,πqに L2p´π,πqの意味

で収束するので,ある j0 P Nが存在して, j P Nが j ě j0 をみたせば

} f k j ´ f }L2p´π,πq ă
ε

2

とできる. つぎに, t f ku8
k“1 は L2p´π,πq上の Cauchy列だから, ある k0 P Nが

存在して, k, k j P Nが k, k j ą k0 であれば,

} f k ´ f k j }L2p´π,πq ă
ε

2

とできる. したがって, k j ą k0 と j ą j0 をみたすように j P Nを十分に大きく
とれば,任意の k P Nに対して, k ě k0 ならば

} f k ´ f }L2p´π,πq ď } f k ´ f k j }L2p´π,πq ` } f k j ´ f }L2p´π,πq ă
ε

2
`
ε

2
“ ε

となるので, t f k ju
8
j“1 が f P L2p´π,πqに L2p´π,πqの意味で収束することがわ

かった. 以下, L2p´π,πqの意味で収束する部分列を構成する.
2. t f ku8

k“1は L2p´π,πqでのCauchy列から,ある k1 P Nが存在して,任意の
k ą k1 に対して, } f k ´ f k1}L2p´π,πq ă 1

2 とできる. 次に,ある k2 P Nが存在し
て,任意の k ą k2かつ k2 ą k1に対して, } f k ´ f k2}L2p´π,πq ă 1

4 とできる. 以下,
くりかえして任意の j P Nに対して, k j ą k j´1 かつ } f k ´ f k j }L2p´π,πq ă 1

2 j と
できる. 特に, j P Nに対して, } f k j`1 ´ f k j }L2p´π,πq ă 1

2 j をみたすように jk P N

をとることができる.
3. t f k ju

8
j“1 が各点収束極限 f をもつことを示す.

f kN pxq “ f k1pxq ` p f k2pxq ´ f k1pxqq ` ¨ ¨ ¨ `
`

f kN pxq ´ f kN´1pxq
˘

“ f k1pxq `

N´1
ÿ

j“1

`

f k j`1pxq ´ f k j pxq
˘(2.55)

に注意して,ほとんどすべての x P p´π,πqと N P Nに対して,

FNpxq :“ | f k1pxq| `

N´1
ÿ

j“1

ˇ

ˇ f jk`1pxq ´ f jk pxq
ˇ

ˇ
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とおく. 三角不等式を用いると

}FN}L2p´π,πq ď } f k1}L2p´π,πq `

N´1
ÿ

j“1

} f k j`1 ´ f k j }L2p´π,πq

ď } f k1}L2p´π,πq `

N´1
ÿ

k“1

1
2k

ď } f k1}L2p´π,πq ` 1 ă 8

(2.56)

となる. また,ほとんどすべての x P p´π,πqに対して, 0 ď F1pxq ď F2pxq ď ¨ ¨ ¨

より,単調収束定理を用いると, f k1 P L2p´π,πqから,
ż π

´π
lim

NÑ8
|FNpxq|2dx “

ż π

´π
lim

NÑ8
|FNpxq|2dx

“ lim
NÑ8

ż π

´π
|FNpxq|2 dx

“ lim
NÑ8

}FN}2
L2p´π,πq

ď

´

} f k1}L2p´π,πq ` 1
¯2

ă 8

(2.57)

となり, F P L2p´π,πq を得る. 次に, F P L2p´π,πqより, ほとんどすべての
x P p´π,πqに対して Fpxq ă 8となるので,

lim
NÑ8

f kN pxq “ f k1pxq `

N´1
ÿ

j“1

`

f k j`1pxq ´ f k j pxq
˘

の右辺の級数は,ほとんどすべての x P p´π,πqに対して絶対収束する. 絶対収
束する数列は収束するので,ある極限関数が存在して,

f pxq :“ lim
NÑ8

f kN pxq

を定めることができる.
4. f P L2p´π,πqを示す. ほとんどすべての x P p´π,πqと任意の N P Nに

対して,

| f kN pxq| ď |FNpxq| ď |Fpxq|

から,

(2.58)
ż π

´π

| f kN pxq|
2 dx ď

ż π

´π

|Fpxq|
2 dx
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となる. F P L2p´π,πqであったので Lebesgueの優収束定理から

lim
NÑ8

ż π

´π
| f kN pxq|2 dx “

ż π

´π
lim

NÑ8
| f kN pxq|2 dx “

ż π

´π
| f pxq|2 dx

となる. (2.58)で N について極限をとると,
ż π

´π
| f pxq|2 dx ď

ż π

´π
|Fpxq|2 dx

となるので, f P L2p´π,πqがわかった.
5. t f k ju

8
j“1 が f P L2p´π,πqに L2p´π,πqの意味で収束することを示す.

| f k j pxq ´ f pxq|2 ď 2
`

| f k j pxq|2| f pxq|2
˘

ď 2
`

|Fpxq|2 ` | f pxq|2
˘

より,

} f k j ´ f }2
L2p´π,πq

ď 2
ż π

´π
p|Fpxq|2 ` | f pxq|2q dx ă 8

となる. 再び Lebesgueの優収束定理を用いて,

lim
jÑ8

} f k j ´ f }
p
L2p´π,πq

“ lim
jÑ8

ż π

´π
| f k j pxq ´ f pxq|p dx

“

ż π

´π
lim
jÑ8

| f k j pxq ´ f pxq|p dx

“ 0

より, } f k j ´ f }L2p´π,πq Ñ 0 p j Ñ 8qとなる. 従って, L2p´π,πqの意味で収束す
る部分列を構成することができた. □

一般に,計量線形空間 pH,p¨, ¨qHqが,内積から定まる距離によって完備とな
るとき, Hilbert空間という. したがって,定理 2.8により L2p´π,πqはHilbert空
間となる.

2.3.1. 近似定理. f P L2p´π,πqは可測関数であるが滑らかな関数とは限ら
ないため,我々が普段つかう微分積分の諸性質がつかえるかどうかはいちいち
確認しなければならない. その証明をするかわりに, f P L2p´π,πqが滑らかな
関数で「近似」できることを紹介する.
定理を述べるために, 記号を準備しよう. 連続関数 f : p´π,πq Ñ R の台

(support)を
supp f :“ tx P p´π,πq : f pxq ‰ 0u

で定義する. コンパクトな台を持つ滑らかな関数のなす空間C8
0 p´π,πqを

C8
0 p´π,πq :“ t f P C8p´π,πq : supp f Ă p´π,πqu
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で定める.

定理 2.9.
任意の f P L2p´π,πq に対して, 関数列 t f ku8

k“1 Ă C8
0 p´π,πq が存在し

て f に L2p´π,πq の意味で収束する. すなわち, C8
0 p´π,πq は L2p´π,πq で

(L2p´π,πqの位相で)稠密である.

証明の詳細はあとで述べることにして, 方針のみ述べる. f P L2p´π,πq を
x P Rzp´π,πqのときは f pxq “ 0と定めることで, f をR上の関数とみなす. こ
のとき, f と g : RÑ Rの畳み込み (convolution)を

(2.59) p f ˚ gqpxq :“
ż

R
f px ´ yqgpyq dy

で定義する. 次に ρ : RÑ Rを ρ ě 0をみたす滑らかな関数で,

(2.60)
ż

R
ρpxq dx “ 1, tx P R : ρpxq ‰ 0u Ă r´1,1s

をみたすようにとる. k P N, x P Rに対して, ρkpxq :“ k ρpkxqとおけば, ρk ě 0
であって

(2.61)
ż

R
ρkpxq dx “ 1, tx P R : ρkpxq ‰ 0u Ă

„

´
1
k
,
1
k

ȷ

となっている. この tρku8
k“1 を軟化子 (Mollifier)という.

g “ ρk として f k :“ f |p´π` 2
k ,π´ 2

k q ˚ ρk とおくと, ρk が滑らかなことから, f k

も滑らかであって, supp f k Ă p´π,πqとなることが従う. さらに, t f ku8
k“1 は f

に L2p´π,πqの意味で収束することがわかる. よって, t f ku8
k“1 が求めたかった

関数列となる.

2.3.2. 正規直交系. 内積が定まっている空間においては,直交の概念を定義
することができる. f , g P L2p´π,πqが直交するとは, p f , gqL2p´π,πq “ 0となるこ
とである.

定義 2.2 (正規直交系).
t f ku8

k“1 Ă L2p´π,πqが L2p´π,πqの意味で正規直交系であるとは, k, l P N

に対して p f k , f lqL2p´π,πq “ δkl となることをいう.

(1.12)で与えた関数列は L2p´π.πqの意味で正規直交系である. (1.12)で与
えた関数列の cosだけや sinだけを考えたものもまた正規直交系になっている.
正規直交系についての一般的な性質を述べよう.
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命題 2.5 (Besselの不等式).
t f ku8

k“1 Ă L2p´π,πq を正規直交系とすると, 任意の f P L2p´π,πq に対
して

(2.62)
8
ÿ

k“1

|p f , f kqL2p´π,πq|
2 ď } f }2

L2p´π,πq

が成り立つ.

証明の前に定理 2.2のBesselの不等式との関係について述べておく. t f ku8
k“1

を (1.12)で与えた関数列で (2.18)を用いると,
ˆ

f ,
1

?
π

cospk xq

˙

L2p´π,πq

“
1

?
π

ż π

´π
f pxq cospkxq dx “

?
πak

ˆ

f ,
1

?
π

sinpk xq

˙

L2p´π,πq

“
1

?
π

ż π

´π
f pxq sinpk xq dx “

?
πbk

ˆ

f ,
1

?
2π

˙

L2p´π,πq

“
1

?
2π

ż π

´π
f pxq dx “

c

π

2
a0

を代入することで

π

2
a2

0 `

8
ÿ

k“1

pπa2
k ` πb2

kq ď } f }2
L2p´π,πq

,

すなわち (2.16)が得られる. したがって,定理 2.2の Besselの不等式は命題 2.5
に含まれることがわかる. 証明の方法も実は同じであって,繰り返しになるが証
明を与えよう.

証明.
αk “ p f , f kqL2p´π,πq とおく. f P L2p´π,πqと N P Nに対して

0 ď

›

›

›

›

›

f ´

N
ÿ

k“1

αk f k

›

›

›

›

›

2

L2p´π,πq

“ } f }2
L2p´π,πq

´ 2
N

ÿ

k“1

p f ,αk f kqL2p´π,πq `

›

›

›

›

›

N
ÿ

k“1

αk f k

›

›

›

›

›

2

L2p´π,πq

“ } f }2
L2p´π,πq

´ 2
N

ÿ

k“1

α2
k `

N
ÿ

k“1

N
ÿ

l“1

αkαlp f k , f lqL2p´π,πq

(2.63)
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となる. (2.63)の右辺の最後の項は, t f ku8
k“1 が正規直交系であることから

N
ÿ

k“1

N
ÿ

l“1

αkαlp f k , f lqL2p´π,πq “

N
ÿ

k“1

N
ÿ

l“1

αkαlδkl “

N
ÿ

k“1

αkαk

となるので, (2.63)に代入して整理すると

N
ÿ

k“1

α2
k ď } f }L2p´π,πq

となる. N Ñ 8とすれば (2.18)を得る. □

定理 2.2の証明より,命題 2.5の証明の方が読みやすいであろう. それは, sin,
cosの直交性の性質が本質的であったことに由来する. ただし,定理 2.2の計算
もまた重要である. 文字を使って証明を整理する前に,具体的な例で計算するこ
ともまた必要だからである.
命題 2.5の証明にでてきた

řN
k“1 αk f k “

řN
k“1p f , f kqL2p´π,πq f k は f のよい

近似になっていることを示そう. すなわち

命題 2.6.
t f ku8

k“1 Ă L2p´π,πqを L2p´π,πqの意味で正規直交系とする. このとき,
f P L2p´π,πq, N P Nと β1, . . . , βN P Rに対して

(2.64)

›

›

›

›

›

f ´

N
ÿ

k“1

p f , f kqL2p´π,πq f k

›

›

›

›

›

L2p´π,πq

ď

›

›

›

›

›

f ´

N
ÿ

k“1

βk f k

›

›

›

›

›

L2p´π,πq

が成り立つ.

証明.
αk “ p f , f kqL2p´π,πq とおく. l “ 1, . . . ,N に対して

˜

f ´

N
ÿ

k“1

αk f k , f l

¸

L2p´π,πq

“ αl ´

N
ÿ

k“1

αkp f k , f lqL2p´π,πq “ 0
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だから

›

›

›

›

›

f ´

N
ÿ

k“1

βk f k

›

›

›

›

›

2

L2p´π,πq

“

›

›

›

›

›

f ´

N
ÿ

k“1

αk f k `

N
ÿ

k“1

αk f k ´

N
ÿ

k“1

βk f k

›

›

›

›

›

2

L2p´π,πq

“

›

›

›

›

›

f ´

N
ÿ

k“1

αk f k

›

›

›

›

›

2

L2p´π,πq

`

›

›

›

›

›

N
ÿ

k“1

pαk ´ βkq f k

›

›

›

›

›

2

L2p´π,πq

` 2

˜

f ´

N
ÿ

k“1

αk f k ,
N

ÿ

l“1

pαk ´ βkq f k

¸

L2p´π,πq

ě

›

›

›

›

›

f ´

N
ÿ

k“1

αk f k

›

›

›

›

›

2

L2p´π,πq

となる. □

2.4. 可測関数に対する Fourier級数の収束

L2空間における収束を用いると, Fourier級数の収束はきれいな形で書ける.

定理 2.10.
f P L2p´π,πqに対して, ak , bk を (2.2)で定めれば

(2.65) f pxq “
a0

2
`

8
ÿ

k“1

pak cos kx ` bk sin kxq

が L2p´π,πqの意味で成り立つ. すなわち,

(2.66) SNpxq :“
a0

2
`

N
ÿ

k“1

pak cos k x ` bk sin kxq

とおけば,

(2.67) } f ´ SN }L2p´π,πq Ñ 0 pN Ñ 8q.

証明.
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任意に ε ą 0 をとると定理 2.9 より, } f ´ g}L2p´π,πq ă ε
2 となる g P

C8
0 p´π,πqがとれる. すると,命題 2.6より

} f ´ SN }L2p´π,πq ď } f ´ SgN}L2p´π,πq

ď } f ´ g}L2p´π,πq ` }g ´ SgN}L2p´π,πq

ď
ε

2
` }g ´ SgN }L2p´π,πq

(2.68)

とできる. ここで, SgN は g に対する Fourier級数の部分和,すなわち

SgN pxq “
ã0

2
`

N
ÿ

k“1

pãk cospk xq ` b̃k sinpk xqq

であって, ãk , b̃k は g に対する Fourier係数である.
g は定理 2.7の仮定をすべてみたしている. 実際に supp g Ă p´π,πqである

ことから gp˘πq “ g1p˘πq “ 0 であり, g2 の可積分性も従う. だから, SgN は g

に p´π,πq上一様収束する. すると,

}g ´ SgN}2
L2p´π,πq

“

ż π

´π
|gpxq ´ SgNpxq|2 dx

ď 2π sup
yPp´π,πq

|gpyq ´ SgN pyq|2 Ñ 0 pN Ñ 8q

となるから, N0 P Nが存在して, N ě N0ならば}g´SgN}L2p´π,πq ă ε
2 とできる. ま

とめると, N ě N0ならば } f ´ SN}L2p´π,πq ă εとなるので, } f ´ SN }L2p´π,πq Ñ 0
pN Ñ 8qが得られた. □

Besselの不等式 (定理 2.2)の前に「Besselの不等式 (2.16)は (2.15)よりも精
密な評価である」と述べた. このことを説明しよう. つまり, Besselの不等式は
実は等式になるということである.

定理 2.11 (Persevalの等式).
f P L2p´π,πq に対して, ak , bk を f の Fourier係数とすると, Persevalの

等式

(2.69)
a2

0

2
`

8
ÿ

k“1

pa2
k ` b2

kq “
1
π

ż π

´π
| f pxq|2 dx

が成り立つ.



2.4可測関数に対する Fourier級数の収束 33

証明.
(2.18)の計算を同様に進めると

ż π

´π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f pxq ´

˜

a2
0

2
`

N
ÿ

k“1

pak cos kx ` bk sin kxq

¸ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dx

“

ż π

´π
| f pxq|2 dx ´ π

˜

a2
0

2
`

N
ÿ

k“1

pa2
k ` b2

kq

¸

となるのであった. L2 ノルムや部分和 SN を使って書くと

(2.70) } f ´ SN}2
L2p´π,πq

“ } f }2
L2p´π,πq

´ π

˜

a2
0

2
`

N
ÿ

k“1

pa2
k ` b2

kq

¸

となる. 定理 2.10により, (2.70)式で N Ñ 8とすれば, } f ´ SN}L2p´π,πq Ñ 0と
なるのだから,

(2.71) 0 “ } f }2
L2p´π,πq

´ π

˜

a2
0

2
`

8
ÿ

k“1

pa2
k ` b2

kq

¸

となり, Persevalの等式 (2.69)が得られた. □

さて,不連続な関数であってもとりあえずの収束性を示すことができたわけ
であるが,各点収束がどうなっているのかを考えてみよう. N P Nに対して, f
の Fourier係数を (2.66)に代入すると

SNpxq “
1

2π

ż π

´π
f pyq cosp0yq dy `

N
ÿ

k“1

ˆˆ

1
π

ż π

´π
f pyq cospk yq dy

˙

cos k x

`

ˆ

1
π

ż π

´π
f pyq sinpk yq dy

˙

sin kx
˙

“
1

2π

ż π

´π
f pyq cosp0yq dy

`

N
ÿ

k“1

ˆ

1
π

ż π

´π
f pyqpcospk yq cospk xq ` sinpk yq sinpkxqq dy

˙

“
1

2π

ż π

´π
f pyq

˜

1 `

N
ÿ

k“1

2 cospkpy ´ xqq

¸

dy

(2.72)
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となる. よって, 1 `
řN

k“1 2 cospk xqを調べる必要がある.

定義 2.3 (Dirichlet核).
N P Nに対してDirichlet核 DN : RÑ Rを

(2.73) DN pxq “ 1 `

N
ÿ

k“1

2 cospk xq px P Rq

で定める.

Dirichlet核を級数を用いずに表わしてみよう.

命題 2.7.
N P Nに対して DN をDirichlet核とすると,

(2.74) DN pxq “ cospN xq `
sinpN xq

tanpx{2q
px P Rq

が成り立つ.

証明.
Eulerの公式 cos θ “ eiθ`e´iθ

2 を用いると

DNpxq “ 1 `

N
ÿ

k“1

peik x ` e´ik xq “

N
ÿ

k“0

peik x ` e´ik xq ´ 1

“
1 ´ eipN`1qx

1 ´ eix `
1 ´ e´ipN`1qx

1 ´ e´ix ´ 1

“
2 ´ peipN`1qx ` e´ipN`1qxq ´ peix ` e´ixq ` peiN x ` e´iN xq

2 ´ eix ´ e´ix ´ 1

“
cospN xq ´ cosppN ` 1qxq

1 ´ cos x
が得られる. cospN xq ´ cosppN ` 1qxq “ cospN xqp1 ´ cos xq ` sin N x sin x と
1´cos x “ 2 sin2p x

2 q, sin x “ 2 sinp x
2 q cosp x

2 qを利用すると (2.74)が得られる. □

(2.72)をDirichlet核 DN を用いて書きかえる. y ´ x “ t と変数変換すると,

(2.75) SNpxq “
1

2π

ż π

´π
f pyqDNpy ´ xq dy “

1
2π

ż π´x

´π´x
f px ` tqDNptq dt

となる. 次に, x P Rに対して, f px ` 2πq “ f pxqなるように f を R全体に拡張
する. ´π ´ x ď k0π ă π ´ x なる奇数 k0 P Zをとると t “ τ ´ 2π と変数変換
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をすれば, DN , f の周期性から

SNpxq “
1

2π

ˆ
ż k0π

´π´x
f px ` tqDN ptq dt `

ż π´x

k0π
f px ` tqDNptq dt

˙

“
1

2π

˜

ż pk0`2qπ

π´x
f px ` τ ´ 2πqDNpτ ´ 2πq dτ `

ż π´x

k0π
f px ` tqDNptq dt

¸

“
1

2π

ż pk0`2qπ

k0π
f px ` tqDN ptq dt

(2.76)

となる. 再度, f , DN の周期性, DN が偶関数であることより,変数変換を行えば,
k0 ` 1が偶数であることに注意すると

SNpxq “
1

2π

ż π

´π
f px ` tqDNptq dt

“
1

2π

ż π

0
p f px ` tq ` f px ´ tqqDN ptq dt

(2.77)

が得られる.
f ” 1に対する Fourier係数は a0 “ 2, ak “ bk “ 0 (k P N)だから x P Rに

対して SN pxq “ 1となる. また, x, t P Rに対して f px ` tq ` f px ´ tq “ 2だか
ら (2.77)より

(2.78)
1
π

ż π

0
DN pxq dx “ 1

が得られる.
話を簡単にするために, f P L2p´π,πqは x “ 0以外の点では連続と仮定し

よう. このとき, SNp0qはどこに収束しているのだろうか？ その結論を述べる
ために,記号を用意する. f : p´π,πq Ñ Rに対して

(2.79) f̃ pxq “ lim
εÓ0

f px ` εq ` f px ´ εq

2

とおく. f が x P p´π,πqで連続であれば, f̃ pxq “ f pxqとなる. x P p´π,πqで連
続でない場合は,一般に f̃ pxq ‰ f pxqである. たとえば,

(2.80) gpxq :“

#

´1 ´π ă x ă 0

1 0 ď x ă π

で定めた関数 g : p´π,πq Ñ Rに対しては, g̃p0q “ 0 ‰ gp0qである.
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定理 2.12.
f P L2p´π,πqは x “ 0以外の点では連続と仮定し, (2.79)で定めた f̃ p0q

が存在するとする. さらに

(2.81)
f ptq` f p´tq

2 ´ f̃ p0q

t
P L2p´π,πq

を仮定する. すると, (2.66)で定めた部分和 SN について SNp0q Ñ f̃ p0q (N Ñ 8)
が成り立つ.

証明.
(2.77)と (2.78), (2.74)より

SN p0q ´ f̃ p0q “
1
π

ż π

0

f ptq ` f p´tq
2

DN ptq dt ´
1
π

ż π

0
f̃ p0qDN ptq dt

“
1
π

ż π

0

ˆ

f ptq ` f p´tq
2

´ f̃ p0q

˙ ˆ

cospNtq `
sinpNtq
tanpt{2q

˙

dt

“
1

2π

ż π

´π

ˆ

f ptq ` f p´tq
2

´ f̃ p0q

˙ ˆ

cospNtq `
sinpNtq
tanpt{2q

˙

dt

(2.82)

となる. gptq “
f ptq` f p´tq

2 ´ f̃ p0qとおくと

SN p0q ´ f̃ p0q “
1

2π

ˆ
ż π

´π
gptq cospNtq dt `

ż π

´π

gptq
tanpt{2q

sinpNtq dt
˙

(2.83)

となっている. g, gptq
tanpt{2q

P L2p´π,πqがわかれば, Besselの不等式 (定理 2.2)よ
り SNp0q ´ f̃ p0q Ñ 0 pN Ñ 8qがわかる.

f P L2p´π,πqだったので,

(2.84)
ż π

´π
|gptq|2 dt ď 3

ż π

´π

ˆ

| f ptq|2

4
`

| f p´tq|2

4
` | f̃ p0q|2

˙

dt ă 8

すなわち, g P L2p´π,πqがわかる. 次に, sin t
t Ñ 1 (t Ñ 0)だから, ´π ă t ă π

に対して

(2.85)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gptq
tanpt{2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gptq
t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t
sinpt{2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

| cospt{2q| ď C
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gptq
t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

となる t によらない定数 C ą 0 を取ることができる. 仮定 (2.81)より,gptq
t P

L2p´π,πqだから, gptq
tanpt{2q

P L2p´π,πqとなることがわかった. □
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定理 2.12の仮定 (2.81)をどう調べればよいかが残った問題であるが,具体
例をみるに留めることにする.

例 2.4.
(2.80)で与えた関数

(2.86) f pxq :“

#

´1 ´π ă x ă 0

1 0 ď x ă π

について, f̃ p0q “ 0であった. t ‰ 0にたいして, f ptq ` f p´tq “ 0だから, (分子
が 0になっているので)(2.81)の仮定は成り立つ.

例 2.5.
関数 f : p´π,πq Ñ Rを

(2.87) f pxq :“

#

´x ´ 3 ´π ă x ă 0

2x ` 1 0 ď x ă π

とおくと

(2.88) f̃ p0q “ lim
εÓ0

f pεq ` f p´εq

2
“ lim

εÓ0

2ε ` 1 ´ p´εq ´ 3
2

“ lim
εÓ0

3ε ´ 2
2

“ ´1

となる. t ą 0にたいして,

(2.89)
f ptq` f p´tq

2 ´ f̃ p0q

t
“

3t´2
2 ´ p´1q

t
“

3
2

だから (2.81)の仮定は成り立つ.

2.5. 熱方程式への応用

一次元熱方程式

(2.90)
Bu
Bt

pt, xq “
B2u
Bx2 pt, xq t ą 0, x P p´π,πq

に周期境界条件

(2.91) upt,´πq “ upt, πq t ą 0

と初期条件

(2.92) up0, xq “ u0pxq

をつけた問題を考える. 未知関数 u “ upt, xq : r0,8q ˆ r´π,πs Ñ Rは,単位円の
形をした細い針金の時間 t,位置 x(rad)における温度を表すとき, (2.90), (2.91)が
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成り立つことが知られている. 時刻 t “ 0における温度 u0 “ u0pxq : r´π,πs Ñ R

を与えたときに,時刻 t で温度 uがどうなっているかが知りたい問題である. こ
れを知らべるために, Fourier級数を利用しよう. しばらくの間, u0 や u がどの
ような条件をみたすかは考えないことにして形式的な計算をしてみる.
与えられた関数 u0 と未知関数 uを Fourier級数展開

u0pxq “
a0

0

2
`

8
ÿ

k“1

`

a0
k cospk xq ` b0

k sinpk xq
˘

,

upt, xq “
a0ptq

2
`

8
ÿ

k“1

pakptq cospkxq ` bkptq sinpk xqq

(2.93)

して, Fourier 係数 akptq, bkptq を求めよう. この設定のもとで, 周期境界条
件 (2.91)がみたされていることに注意しておく. Bu

Bt と
B2u
Bx2 を計算すると

Bu
Bt

“
a1

0ptq

2
`

8
ÿ

k“1

`

a1
kptq cospkxq ` b1

kptq sinpk xq
˘

B2u
Bx2 “

8
ÿ

k“1

`

akptqp´k2q cospk xq ` bkptqp´k2q sinpkxq
˘

となるから, (2.90), (2.92)に代入して係数を比較すると, k P Nに対して

(2.94)
a1

kptq “ ´k2akptq, b1
kptq “ ´k2bkptq

akp0q “ a0
0 bkp0q “ b0

k

となる. また, a1
0ptq “ 0 かつ a0p0q “ a0

0 が得られる. a1
0ptq “ 0 より a0ptq “

a0p0q “ a0
0 はすぐにわかる. 次に (2.94)から akptq, bkptqを求めよう.

a1
kptq ` k2akptq “ 0だから,天下り的ではあるが, ek2t を (2.94)にかけると

d
dt

pek2takptqq “ 0

が得られる. 従って, ek2takptq “ ek20akp0q “ a0
k となるので,結局 akptq “ a0

k e´k2t

が得られた. 同様にして, bkptq “ b0
k e´k2t も得られる. 従って,

(2.95) upt, xq “
a0

0

2
`

8
ÿ

k“1

´

a0
k e´k2t cospk xq ` b0

k e´k2t sinpkxq

¯

が得られた.
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a0
k , b0

k が有限となる条件,たとえば, u0 は p´π,πq上可積分であるとすれば,
m P N, t ą 0に対して

(2.96)
8
ÿ

k“1

km
´

|a0
k e´k2t | ` |b0

k e´k2t |

¯

ă 8

が得られる. なぜなら, k Ñ 8に対して km`2e´k2t Ñ 0となるからである. まと
めると, (2.95)の右辺は, t, x で微分したものも含めて p´π,πq上一様収束する.
従って次のことが結論できる.

定理 2.13.
u0 P L2p´π,πqとする. このとき, (2.95)の右辺の級数は p´π,πq上一様収

束する. さらに (2.90), (2.91)をみたし, (2.92)を L2p´π,πqの意味でみたす. す
なわち, L2p´π,πqの意味で upt, ¨q Ñ u0 (t Ó 0)が成り立つ.

証明.
(2.92)の証明を与える. Persevalの等式より

(2.97)
1
π

ż π

´π
|upt, xq ´ u0pxq|2 dx “

8
ÿ

k“1

´

|a0
kpe´k2t ´ 1q|2 ` |b0

kpe´k2t ´ 1q|2
¯

となるから, (2.97)の右辺が t P p0,1q上一様収束していることがわかれば,極限
と級数の交換ができて t Ó 0としたときに

}upt, ¨q ´ u0}2
L2p´π,πq

“ π
8
ÿ

k“1

´

|a0
kpe´k2t ´ 1q|2 ` |b0

kpe´k2t ´ 1q|2
¯

Ñ 0

が結論できる.
0 ă t ă 1に対して

|a0
kpe´k2t ´ 1q|2 ď 2|a0

k |2p|e´k2t |2 ` 12q ď 4|a0
k |2

となり, u0 P L2p´π,πqだから
ř8

k“1p|a0
k |2 ` |b0

k |2q ă 8となる. 従って, Weier-
strassの優級数判定法より, (2.97)の右辺は t P p0,1q上一様収束する. □

最後に (2.96)から得られる重要な結果を述べておく. (2.95)の右辺は, (2.96)
より x, t について何回でも微分可能となる. つまり, (2.90)の解は滑らかな関数
になるということである. これは熱方程式のもつ特性であって, まったく自明
なことではない. 実際に,定理 2.13の初期条件の仮定は u0 P L2p´π,πqであっ
て, u0 は微分とは限らない (なんとならば,連続ですらないかもしれない)ので
ある. すなわち, u0が微分できない関数であったとしても,熱方程式の解は時刻
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が少しでもたてば滑らかになってしまうのである. また,熱方程式 (2.90)をみた
す uが求める微分可能性は, t について 1階, x について 2階であって,これ以上
の微分可能性が得られるかどうかは方程式からすぐにわかることではない. こ
のように微分方程式の解がどれだけ微分可能性を持つかを調べる理論を正則性
理論といい,微分方程式の研究で重要な問題の一つである.



第 3 章

Fourier変換

この章では,複素ベクトル空間の知識を使う. 以下, i “
?

´1は虚数単位と
する. 複素数値 L2 空間 L2p´π,πqを

L2p´π,πq :“
"

f : p´π,πq Ñ C,Re f , Im f は可測関数,
ż π

´π
| f pxq|2 dx ă 8

*

と定める. f , g P L2p´π,πqに対して, f , g の L2p´π,πq内積を

p f , gqL2p´π,πq :“
ż π

´π
f pxqgpxq dx

で定める. 共役をとることに注意すること. Eulerの公式により, θ P Rに対して

(3.1) eiθ “ cos θ ` i sin θ

となることも注意しておこう.

3.1. 複素 Fourier級数

f P L2p´π,πqが実数値関数のとき, L2p´π,πqの意味で

(3.2) f pxq “
a0

2
`

8
ÿ

k“1

pak cospk xq ` bk sinpk xqq

と Fourier級数展開できた. ただし, ak , bk は Fourier係数

(3.3) ak “

ż π

´π
f pxq cospk xq dx, bk “

ż π

´π
f pxq sinpk xq dx

であった. Eulerの公式 (3.1)の変形

cospk xq “
eik x ` e´ik x

2
, sinpkxq “

eik x ´ e´ik x

2i
41
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を Fourier級数 (3.2)に代入すると

f pxq “
a0

2
ei0x `

8
ÿ

k“1

ˆ

ak
eik x ` e´ik x

2
` bk

eik x ´ e´ik x

2i

˙

“
a0

2
ei0x `

8
ÿ

k“1

ˆ

ak ´ ibk

2
eik x `

ak ` ibk

2
e´ik x

˙

“

8
ÿ

k“´8

ck eik x

(3.4)

とかける. ただし,

(3.5) ck :“
ak ´ ibk

2

は複素 Fourier係数と呼ばれる係数である. sinが奇関数だから

b´k “

ż π

´π
f pxq sinp´kxq dx “ ´

ż π

´π
f pxq sinpk xq dx “ ´bk

となるので, (3.3)の k の範囲を整数に広げれば, 複素 Fourier係数 (3.5)の定義
は自然であることに注意しよう.

命題 3.1.
k, l P Zに対して

(3.6) peik x ,eil xqL2p´π,πq “ 2πδkl

証明.
複素数値 L2 空間の内積は共役を取ることに注意すると

peik x ,eil xqL2p´π,πq “

ż π

´π
eik xeil x dx “

ż π

´π
eik xe´il x dx “

ż π

´π
eipk´lqx dx

となる. k ‰ l のとき

peik x ,eil xqL2p´π,πq “

„

1
ipk ´ lq

eipk´lqx
ȷx“π

x“´π

“ 0

となる. k “ l のとき, eipk´lqx “ 1となるから

peik x ,eil xqL2p´π,πq “

ż π

´π
1 dx “ 2π

となる. □
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命題 3.1より,
!

1?
2π

eik x
)8

k“´8
は L2p´π,πq の正規直交系となる. 従って,

(3.4)の ck は

ck “
1

2π
p f ,eik xqL2p´π,πq “

1
2π

ż π

´π
f pxqeik x dx

“
1

2π

ż π

´π
f pxqpcospkxq ´ i sinpkxqq dx “

1
2

pak ´ ibkq

となり, 正規直交系
!

1?
2π

eik x
)8

k“´8
で f を展開した係数と一致する. まとめ

て,次が得られる.

定理 3.1.
f P L2p´π,πqの複素 Fourier級数展開は

(3.7) f pxq “

8
ÿ

k“´8

ck eik x , ck “
1

2π

ż π

´π
f pxqe´ik x dx

で与えられる. (3.7)の右辺の Fourier級数は次の意味で収束する:

(3.8)

›

›

›

›

›

f ´

N
ÿ

k“´N

ck eik x

›

›

›

›

›

L2p´π,πq

Ñ 0 pN Ñ 8q.

注意 3.1.
(3.8)の収束は,通常の無限級数の収束ではない. 通常の無限級数の収束は

›

›

›

›

›

f ´

M
ÿ

k“´N

ck eik x

›

›

›

›

›

L2p´π,πq

Ñ 0 pN,M Ñ 8q.

と正の無限大と負の無限大で別の部分和 (つまり N と M)を用いなければなら
ない. (3.8)で k “ ´N から k “ N までの和を考えるのは, cospkxq, sinpkxqで
考えたときに k “ 0から k “ N まで考えることに相当する.

3.2. 可積分関数に対する Fourier変換

a ă bに対して,複素数値 L2 空間 L2pa,bqを

L2pa,bq :“
"

f : pa,bq Ñ C,Re f , Im f は可測関数,
ż b

a
| f pxq|2 dx ă 8

*
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と定める. f , g P L2pa,bqに対して, f , g の L2pa,bq内積を

p f , gqL2pa,bq :“
ż b

a
f pxqgpxq dx

で定める. 次に, L ą 0と f P L2
`

´ L
2 ,

L
2

˘

に対して g : p´π,πq Ñ Rを

gpyq :“ f
ˆ

L
2π

y

˙

, y P p´π,πq

で定めると, g P L2p´π,πq である. 実際に x “ L
2π y と変数変換すると, f P

L2
`

´ L
2 ,

L
2

˘

だから
ż π

´π
|gpyq|2 dy “

L
π

ż L{2

´L{2
| f pxq|2 dx ă 8

となる. そこで, g P L2p´π,πqの複素 Fourier級数展開

gpyq “

8
ÿ

k“´8

ck eik y , ck “
1

2π

ż π

´π
gpyqe´ik y dy

を f で書きかえてみよう. x “ L
2π y と変数変換すると

(3.9)

ck “
1
L

ż L{2

´L{2
f pxqe´ 2πik x

L dx, f pxq “
1
L

8
ÿ

k“´8

˜

ż L{2

´L{2
f pxqe´ 2πik x

L dx

¸

e
2πik x

L

となる. 形式的になるが, (3.9)の級数を区分求積法にみたてて, L Ñ 8とすると

(3.10) f pxq “

ż 8

´8

ˆ
ż 8

´8

f pxqe´2πixξ dx
˙

e2πixξ dξ

が得られる. さて,これはどこまで正しいのだろうか？ L Ñ 8とすることにつ
いては,有限区間で考えていた関数から,無限区間で定義された関数,もしくは
周期性がない関数の Fourier級数なるものを考えることに相当する. このことか
らも, L Ñ 8を考えることには意味がある.
まず, Fourier係数から考えることにしよう.

定義 3.1 (Fourier変換).
可積分関数 f : RÑ Cに対して, f の Fourier変換F r f s, f̂ を

(3.11) F r f spξq “ pf pξq :“
ż 8

´8

f pxqe´2πixξ dx, ξ P R

で定める.
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Fourier変換の基本的な性質を確認しよう. そのために,可積分関数のなす空
間 L1pRqを

L1pRq :“
"

f : RÑ C, Re f , Im f は可測関数,
ż

R
| f pxq| dx ă 8

*

,

} f }L1pRq :“
ż

R
| f pxq| dx, f P L1pRq

(3.12)

と定める.

命題 3.2.
F は L1pRq上で定義された線形写像であり, f P L1pRqに対して,

(3.13) sup
ξPR

|F r f spξq| ď } f }L1pRq

が成り立つ.

証明.
f P L1pRqと ξ P Rに対して,

|F r f sξ| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
f pxqe´2πixξ dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

R
| f pxqe´2πixξ | dx “

ż

R
| f pxq| dx “ } f }L1pRq

となるので, ξ P Rについて上限をとれば (3.13)が得られる.
f , g P L1pRqと c P Rに対して

F r f ` gspξq “

ż

R
p f pxq ` gpxqqe´2πixξ dx

“

ż

R
f pxqe´2πixξ dx `

ż

R
gpxqe´2πixξ dx “ pF r f s ` F rgsq pξq,

F rc f spξq “

ż

R
pc f pxqqe´2πixξ dx “ c

ż

R
f pxqe´2πixξ dx “ pcF r f sq pξq

(3.14)

となるから, F は L1pRq上の線形写像となる. □

h P R, λ ą 0に対して,平行移動作用素 τh とスケール変換 δλ を f : RÑ C

に対してそれぞれ

(3.15) pτh f qpxq :“ f px ´ hq, pδλ f qpxq :“ f px{λq
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で定める.

命題 3.3.
h P R, λ ą 0に対して,平行移動作用素 τh とスケール変換 δλ を (3.15)で

定めたものとすると, f P L1pRq, ξ P Rに対して

(3.16) zpτh f qpξq “ e´2πiξh
pf pξq, {pδλ f qpξq “ λ pf pλξq

が成り立つ.

証明.
h P R, f P L1pRq, ξ P Rに対して, y “ x ´ hと変数変換することにより,

zpτh f qpξq “

ż

R
τh f pxqe´2πixξ dx

“

ż

R
f px ´ hqe´2πixξ dx

“

ż

R
f pyqe´2πipy`hqξ dy

“ e´2πihξ
ż

R
f pyqe´2πiyξ dy “ e´2πihξ

pf pξq

が得られる.
λ ą 0, f P L1pRq, ξ P Rに対して, y “ x{λ と変数変換することにより,

{pδλ f qpξq “

ż

R
δλ f pxqe´2πixξ dx

“

ż

R
f px{λqe´2πixξ dx

“

ż

R
f pyqe´2πipλ yqξλ dy

“ λ

ż

R
f pyqe´2πiypλξq dy “ λ pf pλξq

が得られる. □

f , g P L1pRqに対して, f と g のたたみこみ (convolution) f ˚ g は

p f ˚ gqpxq “

ż

R
f px ´ yqgpyq dy

で定義されるのであった.
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命題 3.4.
f , g P L1pRqに対して

(3.17) {p f ˚ gqpξq “ pf pξqpgpξq

が成り立つ.

証明.
f , g P L1pRq に対して, 形式的に積分を交換して, z “ x ´ y と変数変換す

ると

{p f ˚ gqpξq “

ż

R
p f ˚ gqpxqe´2πixξ dx

“

ż

R

ˆ
ż

R
f px ´ yqgpyq dy

˙

e´2πixξ dx

“

ż

R

ˆ
ż

R
f px ´ yqe´2πipx´yqξ dx

˙

gpyqe´2πiyξ dy

“

ż

R

ˆ
ż

R
f pzqe´2πizξ dz

˙

gpyqe´2πiyξ dy “ pf pξqpgpξq

(3.18)

が得られる.
Fubiniの定理を用いて (3.18)を正当化しよう. 非負値可測関数の Lebesgue

積分は Fubini-Tonelliの定理より積分の順序交換が可能だから,
ż

R2

ˇ

ˇ f px ´ yqgpyqe´2πixξ
ˇ

ˇ dxdy “

ż

R
|gpyq|

ˆ
ż

R
| f px ´ yq| dx

˙

dy

“

ż

R
|gpyq|

ˆ
ż

R
| f pzq| dz

˙

dy ă 8

となるので, | f px ´ yqgpyqe´2πixξ |がR2上可積分となる. これにより, Fubiniの
定理から (3.18)の積分の計算が正当化できる. □

3.3. Gauss核の Fourier変換

関数 e´|x|2 は様々な分野で現れる基本的な関数である. 例えば,熱方程式の
階を Fourier級数で求めたときに, (2.95)において, e´k2t が各 Fourier係数にかけ
られていたのであった. そこで, e´|x|2 の Fourier変換を調べる.
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定義 3.2 (Gauss核).
λ ą 0に対してGauss核 gλ を

(3.19) gλpxq :“ expp´πλ|x|2q, x P R

で定める.

このGauss核の Fourier変換を計算しよう.

定理 3.2.
λ ą 0に対して, gλ をGauss核とすると

(3.20) pgλpξq “ λ´ 1
2 expp´π|ξ|2{λq

が成り立つ.

定理 3.2の証明は λ “ 1の場合を示せば十分であることを先に注意してお
こう. 実際に pg1pξq “ expp´π|ξ|2qが示せれば,

gλpxq “ exp

¨

˚

˝
´π

¨

˝

x
1?
λ

˛

‚

2
˛

‹

‚
“ δ 1?

λ

g1pxq

だから,命題 3.3より

pgλpξq “ {δ 1?
λ

g1pξq “
1

?
λ
g1

ˆ

ξ
?
λ

˙

“ λ´ 1
2 exp

ˆ

´π
|ξ|2

λ

˙

となり, (3.20)が得られる.
g1 の Fourier変換を計算するために,次の命題を示す.

命題 3.5.
可測関数 f “ f px, ξq : pa,bq ˆ pc,dq Ñ Rは ξ について偏微分可能である

とし, x について f , B f
Bξ が可積分であるとする. ある可積分関数 g : pa,bq Ñ R

がとれて x P pa,bq, ξ P pc,dqに対して |
B f
Bξ px, ξq| ď gpxqが成り立つとする. こ

のとき

(3.21)
d

dξ

ż b

a
f px, ξq dx “

ż b

a

B f
Bξ

px, ξq dx

が成り立つ.
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証明.
h P Rに対して,

(3.22)
1
h

ˆ
ż b

a
f px, ξ ` hq dx ´

ż b

a
f px, ξq dx

˙

“

ż b

a

f px, ξ ` hq ´ f px, ξq

h
dx

の右辺の被積分関数を考える.

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f px, ξ ` hq ´ f px, ξq

h

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
h

ż 1

0

d
dt

f px, ξ ` thq dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
h

ż 1

0

B f
Bξ

px, ξ ` thqh dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď gpxq

となるので, Lebesgueの優収束定理より,積分と極限の順序交換ができる. (3.22)
で h Ñ 0とすれば (3.21)が得られる. □

定理 3.2の証明.
g1 の Fourier変換を計算すると, ξ P Rに対して

pg1pξq “

ż 8

´8

e´π|x|2 e´2πixξ dx

“

ż 8

´8

e´πp|x|2`2πixξ`i2|ξ|2q`i2|ξ|2 dx

“ e´π|ξ|2
ż 8

´8

e´πpx`iξq2
dx “: e´π|ξ|2 f pξq

となる. f pξq “ 1を示せばよい.
ξ0 P Rに対して, B f

Bξ pξ0qを計算する. ξ0 ´ 1 ď ξ ď ξ0 ` 1に対して

B

Bξ
exp

`

´πpx ` iξq2˘

“ ´2πipx ` iξq exp
`

´πpx ` iξq2˘

だから

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bξ
exp

`

´πpx ` iξq2˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2πp|x| ` |ξ0| ` 1q expp´πx2q exppπp|ξ0| ` 1q2q
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となり, 右辺は x P R について可積分なので, 微分と積分の順序が交換可能で
あり

B f
Bξ

pξ0q “ ´2πi
ż 8

´8

px ` iξ0q expp´πpx ` iξ0q2q dx

“ i
ż 8

´8

d
dx

expp´πpx ` iξ0q2q dx

“
“

expp´πpx ` iξ0q2q
‰8

x“´8
“ 0

(3.23)

となる. よって, f は定数関数となり, f pξq “ f p0qとなる.

f p0q “

ż 8

´8

expp´π|x|2q dx “ 1

より, f pξq “ 1となることがわかった. □

3.4. 急減少関数の Fourier変換

一般に. f P L1pRqの Fourier変換 f̂ は R上可積分になるとは限らない. 命
題 3.2により, f̂ は有界な関数になるが,だからといって, f̂ が R上可積分にな
るかどうかはわからない (例えば, 0でない定数関数は R上可積分にならない).
そのため, f̂ が都合のよい関数になるための条件を与えよう.

定義 3.3 (Schwartz空間).
R上の Schwartz空間S pRqを

(3.24) S pRq :“ t f P C8pRq :

すべての k, l P NY t0uに対して sup
xPR

p1 ` |x|2q
k
2 | f plqpxq| ă 8u

で定める.

例 3.1.
コンパクトな台を持つ関数空間 C8

0 pRqを

C8
0 pRq :“ t f P C8pRq : supp f Ă Rは (相対)コンパクト u

と定める. このとき, f P C8
0 pRqに対して, f P S pRqとなる. 実際に, l P NY t0u

に対して, supp f plq Ă supp f となる. supp f はコンパクト, すなわち有界閉集
合となるから, ある M ą 0 が存在して, supp f Ă r´M,Ms となる. 従って,
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k P NY t0uに対して

sup
xPR

p1 ` |x|2q
k
2 | f plqpxq| “ sup

xPr´M,Ms

p1 ` |x|2q
k
2 | f plqpxq|

“ p1 ` M2q
k
2 sup

xPr´M,Ms

| f plqpxq| ă 8

となる.

例 3.2.
λ ą 0 に対して Gauss核 gλpxq “ e´πλx2

は C8
0 pRq に属さない. しかし,

l P NY t0uに対して
g

plq
λ pxq “ Plpxqe´πλx2

となる多項式 Pl がとれる. |x| Ñ 8としたときに, e´πλx2
はどんな多項式より

も早く 0に収束することから, k P Nに対して

p1 ` |x|2q
k
2 g

plq
λ pxq Ñ 0 |x| Ñ 8

がわかる. このことより, gλ P S pRqがわかる.

例 3.3.
多項式 x, x2 や sin x, cos x はS pRqに属さない. しかし, e´x2

cos x や e´x2
x

などはS pRqに属する.

f P S pRqならば, k, l P NY t0uに対して, p1 ` |x|kq f plq は R上可積分とな
る. 実際, x P Rに対して

p1 ` |x|2q
k`2

2 f plqpxq ď sup
xPR

p1 ` |x|2q
k`2

2 f plqpxq “: C ă 8

より,

p1 ` |x|2q
k
2 f plqpxq ď

C
1 ` |x|2

となるが,この右辺は R上可積分だから, p1 ` |x|2q
k
2 f plqpxqも R上可積分とな

る. p1 ` |x|kq ď 2p1 ` |x|2q
k
2 に注意すれば, p1 ` |x|kq f plqも可積分となることが

わかる.

命題 3.6.
f P S pRqに対して

(3.25) yp f 1qpξq “ 2πiξ pf pξq, {p´2πix f pxqqpξq “
d

dξ
pf pξq
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証明.
f 1 の Fourier変換は部分積分により

yp f 1qpξq “

ż 8

´8

f 1pxqe´2πixξ dx

“
“

f pxqe´2πixξ‰8

x“´8
` 2πiξ

ż 8

´8

f pxqe´2πixξ dx
(3.26)

となるが, f P S pRqより,
“

f pxqe´2πixξ
‰8

x“´8
“ 0となる. よって, (3.25)の第一

式が示せた. 第二式については, d
dξ e´2πixξ “ ´2πixe´2πixξ に注意すると,形式

的に

{p´2πix f qpξq “ ´

ż 8

´8

2πix f pxqe´2πixξ dx

“

ż 8

´8

B

Bξ
p f pxqe´2πixξq dx

“
d

dξ

ż 8

´8

f pxqe´2πixξ dx “
d

dξ
pf pξq

(3.27)

が得られる. 積分と微分の順序交換は
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bξ
p f pxqe´2πixξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ | ´ 2πix f pxqe´2πixξ | ď 2π|x f pxq|

の右辺 |x f pxq|が f P S pRqだから可積分となり,命題 3.5の仮定をみたす. □

定理 3.3.
f P S pRqに対して, pf P S pRqとなる.

証明.
まず, k P NY t0uと ξ P Rに対して,

p1 ` |ξ|2q
k
2 ď p1 ` |ξ|qk ď 2k´1p1 ` |ξ|kq

となることから, l P NY t0uに対して p1 ` |ξ|kq f̂ plq が ξ P Rについて有界とな
ることを示せばよい. 命題 3.6より

pf plqpξq “ {p´2πixql f , |ξ|k
pf plqpξq “

1
p2πqk | {pp´2πixql f qpkq|

である. pp´2πixql f qpkq が可積分であることから,命題 3.2より p1 ` |ξ|kq f̂ plq が
ξ P Rについて有界であることがわかる. □
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命題 3.7.
f , g P S pRqに対して

(3.28)
ż

R
f pxqpgpxq dx “

ż

R

pf pyqgpyq dy

が成り立つ.

証明.
積分の順序交換を認めれば,

ż

R
f pxqpgpxq dx “

ż

R
f pxq

ˆ
ż

R
gpξqe´2πixξ dξ

˙

dx

“

ż

R

ż

R
f pxqgpξqe´2πixξ dxdξ

“

ż

R

ˆ
ż

R
f pxqe´2πixξ dx

˙

gpξq dξ

“

ż

R

pf pξqgpξq dξ

となり証明が終わる. Fubiniの定理を用いて, 積分の順序交換を正当化しよう.
Fubini-Tonelliの定理より

ż

R

ż

R

ˇ

ˇ f pxqgpξqe´2πixξ
ˇ

ˇ dxdξ “

ż

R
| f pxq| dx

ż

R
|gpξq| dξ ă 8

から, | f pxqgpξqe´2πixξ |がRˆR上可積分となるから Fubiniの定理が使えて,積
分の順序交換が可能となる. □

さて, (3.31)に戻って, f の Fourier逆変換を定義しよう.

定義 3.4 (Fourier逆変換).
f P S pRqに対して, f の逆 Fourier変換F ´1r f s, qf を

(3.29) F ´1r f spxq “ qf pxq :“ pf p´xq “

ż

R
f pξqe2πixξ dξ

で定める.

(3.31)が正しいことを f P S pRqのときに示す. すなわち,
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定理 3.4.
f P S pRqに対して

(3.30) f pxq “ F ´1r pf spxq “

ż

R

pf pξqe2πixξ dξ

証明.
1. λ ą 0に対して, gλ をGauss核,すなわち, gλpxq “ expp´πλ|x|2qとする.

このとき, x P Rに対して命題 3.7より

(3.31)
ż

R

pf pξqe2πixξgλpξq dξ “

ż

R
f pyq {pe2πixξgλqpyq dy

となる. 実際, ξ の関数として e2πixξgλpξq P S pRqとなるからである. Gauss核
の Fourier変換 (定理 3.2)より

{pe2πixξgλqpyq “

ż

R
e2πixξgλpξqe´2πiyξ dξ

“

ż

R
gλpξqe´2πipy´xqξ dξ

“ pgλpy ´ xq “ λ
1
2 expp´π|y ´ x|2{λq

だから, (3.31)は
ż

R

pf pξqe2πixξgλpξq dξ “ λ´ 1
2

ż

R
f pyq expp´π|y ´ x|2{λq dy(3.32)

となる. 以下, λ Ó 0としたときに (3.32)の左辺はF ´1r pf spxqに収束すること,
(3.32)の右辺は f pxqに収束することを示す.

2. λ Ó 0としたときに (3.32)の左辺がF ´1r pf spxqに収束することを示す. 被
積分関数について,

| pf pξqe2πixξgλpξq| ď | pf pξq|gλpξq ď | pf pξq|

と評価でき, pf P S pRqだから,特に可積分である. gλpxq Ñ 1 (λ Ó 0)となるこ
とから, Lebesgueの優収束定理が使えて

(3.33)
ż

R

pf pξqe2πixξgλpξq dξ Ñ

ż

R

pf pξqe2πixξ dξ “ F ´1r pf spxq pλ Ó 0q

が得られる.
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3. (3.32)の右辺が f pxqに収束することを示す. 変数変換 z “ λ´ 1
2 py ´ xqに

より

λ´ 1
2

ż

R
f pyq expp´π|y ´ x|2{λq dy “

ż

R
f px `

?
λzq expp´π|z|2q dz

となる. 次に

ż

R
expp´π|z|2q dz “ 1

に注意すると

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

λ´ 1
2

ż

R
f pyq expp´π|y ´ x|2{λq dy ´ f pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
f px `

?
λzq expp´π|z|2q dz ´

ż

R
f pxq expp´π|z|2q dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
p f px `

?
λzq ´ f pxqq expp´π|z|2q dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

R

ˇ

ˇ

ˇ
p f px `

?
λzq ´ f pxqq

ˇ

ˇ

ˇ
expp´π|z|2q dz

(3.34)

となる.
4. f は x で連続なので,任意の ε ą 0に対して, δ ą 0がとれて, w P Rに対

して |w ´ x| ă δならば | f pwq ´ f pxq| ă εとできる. 次に, expp´π|z|2qが R上
可積分なので, R ą 0が存在して

ż

t|x|ěRu

expp´π|z|2q dz ă ε

とできる. さらに, f P S pRqだから,とくに f は有界なのである M ą 0がとれ
て, x, w P Rに対して

| f pwq ´ f pxq| ď M
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とできる. 以上を組み合わて, (3.34)を用いると R
?
λ ă δなる λ ą 0に対して

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

λ´ 1
2

ż

R
f pyq expp´π|y ´ x|2{λq dy ´ f pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

R

ˇ

ˇ

ˇ
p f px `

?
λzq ´ f pxqq

ˇ

ˇ

ˇ
expp´π|z|2q dz

ď

ż

t|x|ďRu

ˇ

ˇ

ˇ
p f px `

?
λzq ´ f pxqq

ˇ

ˇ

ˇ
expp´π|z|2q dz

`

ż

t|x|ěRu

ˇ

ˇ

ˇ
p f px `

?
λzq ´ f pxqq

ˇ

ˇ

ˇ
expp´π|z|2q dz

ď

ż

t|x|ďRu

ε expp´π|z|2q dz `

ż

t|x|ěRu

M expp´π|z|2q dz

ď

ż

R
ε expp´π|z|2q dz ` Mε “ p1 ` Mqε

(3.35)

となるから, (3.32)の右辺は λ Ó 0としたときに f pxqに収束することがわかった.
5. 以上より, (3.32)で λ Ó 0とすればF ´1r pf spxq “ f pxqが得られる. □

注意 3.2.
等式 (3.31)は λ “ 0のときには成立しない. なぜなら, |e2πixξ | “ 1となるた

めに, ξ の関数として e2πixξ はS pRqに属さないからである. Gauss核 gλ を掛
けたことで,命題 3.7が使えるようにしたのである.

注意 3.3.
等式 (3.30)で ξ “ ´η と変数変換すると

f pxq “

ż

R

pf p´ηqe´2πixη dη “ F r qf spxq

が得らえる. すなわち, F ´1F “ FF ´1 のどちらも L2 上の恒等写像になる.
このことから, F ´1 はF の逆写像であることがわかる.

3.5. Fourier変換の L2理論

急減少関数は何回でも微分可能な関数であった. 応用上は,微分ができない
関数についても,よい性質,たとえば逆変換が定義できる枠組みで Fourier変換
を定義したい. 可積分関数の Fourier変換は定義できるので,逆変換が定義でき
るかどうかが問題である. まず, Fourier変換は L2pRqで等長なことを示す.
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定理 3.5 (Plancherelの定理).
f , g P S pRqに対して

(3.36) p f , gqL2pRq “ p pf ,pgqL2pRq

が成り立つ. とくに,

(3.37) }F r f s}L2pRq “ } pf }L2pRq “ } f }L2pRq

となる.

証明.
(3.36)の内積は複素内積であることに注意する. 従って,

(3.38) p pf ,pgqL2pRq “

ż

R

pf pξqpgpξq dξ “

ż

R

pf pξqqgpξq dξ

となる. 実際

pgpξq “

ż

R
gpξqe´2πixξ dξ

“

ż

R
gpξqe2πixξ dξ “ qgpξq

となる. 命題 3.7と定理 3.4より
(3.39)

p pf ,pgqL2pRq “

ż

R

pf pξqqgpξq dξ “

ż

R
f pxq

p

qgpxq dx “

ż

R
f pxqgpxq dx “ p f , gqL2pRq

が得られる. g “ f とすれば (3.37)が得られる. □

(3.37)に注目すると, f P C8
0 pRq に対して }F r f s}L2pRq “ } f }L2pRq がわか

る. C8
0 pRq は L2pRq で稠密であったことに注意すると, f P L2pRq に対して,

ある t f ku8
k“1 Ă C8

0 pRq がとれて, L2pRq の意味で f k Ñ f とできる. さらに
C8

0 pRq Ă S pRqがなりたっていたことから, S r f ksはS pRq上の全単射写像に
なっていた. f k は f に近いわけだから, F r f s “ limkÑ8 F r f ks とさだめるの
はおかしなことではないだろう. しかし,注意すべきこととして, F r f sが近似
列 t f ku8

k“1の選び方に依存しているかもしれないので,依存しないこと (つまり
well-definedであること)を示す必要がある. このことを示そう. すなわち
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命題 3.8.
f P L2pRqに対して, t f ku8

k“1 Ă S pRqを L2pRqの意味で f k Ñ f をみた
すものとする.

(1) ある g P L2pRqが存在して, L2pRqの意味でF r f ks Ñ g となる.
(2) t f̃ ku8

k“1 Ă S pRqを L2pRqの意味で f̃ k Ñ f をみたすものとすると,
(1)でとれる g について L2pRqの意味でF r f̃ ks Ñ g が成り立つ.

証明.
1. (1)を示す. t f ku8

k“1 Ă S pRqが L2pRqの意味で f k Ñ f をみたすならば,
t f ku8

k“1 は L2pRqの距離で Cauchy列となるから

} f k ´ f l}L2pRq Ñ 0 pk, l Ñ 8q

となる. F は線形だから, F の L2pRqでの等長性を用いると

}F r f ks ´ F r f ls}L2pRq “ }F r f k ´ f ls}L2pRq “ } f k ´ f l}L2pRq Ñ 0 pk, l Ñ 8q

となるので, tF r f ksu8
k“1 は L2pRq の意味で Cauchy列となる. L2pRq は完備だ

から,ある g P L2pRqが存在して, L2pRqの意味でF r f ks Ñ g となる.
2. (2)を示すために, t f̃ ku8

k“1 Ă S pRqを L2pRqの意味で f̃ k Ñ f をみたす
ものとする. すると, F の線形性と L2pRqでの等長性から

}F r f̃ ks ´ g}L2pRq “ }F r f̃ ks ´ F r f ks ` F r f ks ´ g}L2pRq

ď }F r f̃ ks ´ F r f ks}L2pRq ` }F r f ks ´ g}L2pRq

“ } f̃ k ´ f k}L2pRq ` }F r f ks ´ g}L2pRq Ñ 0 pk Ñ 8q

となるので, tF r f̃ ksu8
k“1 は g に収束する. □

以上により, f P L2pRqに対して, L2pRqの意味で f k Ñ f となる t f ku8
k“1 Ă

S pRqをとれば, F r f ksが L2pRqの意味で収束することがわかった. この極限を
用いて, f P L2pRqの Fourier変換を定義しよう.

定義 3.5.
f P L2pRqのFourier変換F r f sを, L2pRqの意味で f k Ñ f となるt f ku8

k“1 Ă

S pRqを用いて,命題 3.8で取れる g に対して, F r f s :“ g でで定義する.

命題 3.8を用いれば, Schwartz空間の関数 f P S pRqで成り立っていた全単
射の性質が L2pRqで成り立つ. このことを示すために次の有用な定理を示す.
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定理 3.6.
H , H 1 を計量線形空間, T : H Ñ H 1 を線形写像とする. このとき,次は同

値である.
(1) C ą 0が存在して,すべての u P H に対して, }Tu}H 1 ď C}u}H

(2) tuku8
k“1 Ă H が H から定まる距離で uk Ñ u pk Ñ 8qとなるならば,

H 1 から定まる距離で Tuk Ñ Tu pk Ñ 8qとなる.

証明.
1. (1)ならば (2)を示す. tuku8

k“1 Ă H が H から定まる距離で uk Ñ u
pk Ñ 8qとなることを仮定する. すると, T は線形だから

}Tuk ´ Tu}H 1 “ }Tpuk ´ uq}H 1 ď C}uk ´ u}H Ñ 0 pk Ñ 8q

となるので, H 1 の意味で, Tuk Ñ Tu pk Ñ 8qとなることがわかった.
2. (2)ならば (1)を示すために, 背理法を用いる. すべての k P Nに対して,

ある uk が存在して, }Tuk}H 1 ą k}uk}H であるとしよう. vk :“ 1
k

uk
}uk}H

とおくと

}vk}H “
1
k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

uk

}uk}H

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H
“

1
k

Ñ 0 pk Ñ 8q

となるので, H の意味で vk Ñ 0となる. しかし,

}Tvk}H 1 “

›

›

›

›

T
ˆ

1
k

uk

}uk}H

˙›

›

›

›

H 1

“
1
k

1
}uk}H

}Tuk}H 1 ě 1

となり, H 1 の意味で Tk Û 0 “ T0 pk Ñ 8qである. これは (2)の仮定に矛盾す
る. □

定理 3.6の (1)が成り立つ線形写像 T を有界写像といい, (2)が成り立つ線形
写像 T を連続写像という. 定理 3.6は,線形写像において,有界性と連続性は同
値であるということを主張している.
さて,定理 3.6を用いて, F が L2 で全単射となることを示そう.

定理 3.7.
F は L2pRq 上の全単射写像になる. とくに, F ´1 : L2pRq Ñ L2pRq を

f P L2pRqに対して, F ´1r f spxq “ F r f sp´xqにより定めると, F ´1 は F の
逆写像になる.
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証明.
f P S pRqに対して, Planchrelの定理 (定理 3.5)から }F r f s}L2pRq “ } f }L2pRq

となる. よって, F は L2pRq上の有界線形写像となるので, L2pRq上の連続写像
になる.
次に, f P S pRqに対して Planchrelの定理 (定理 3.5)から

}F ´1r f s}2
L2pRq

“

ż

R
|F f p´xq|2 dx “

ż

R
|F f pxq|2 dx “ }F r f s}2

L2pRq
“ } f }2

L2pRq

となる. これと F の線形性から, F ´1 も L2pRq上の有界線形写像となること
がわかる.
さて, f P L2pRq に対して, ある t f ku8

k“1 Ă S pRq がとれて, L2pRq の意味
で f k Ñ f (k Ñ 8) とできる. 定理 3.4より f k “ F ´1rF r f kss であり, F が
有界線形写像だったから L2pRq の意味でF f k Ñ F f となる. さらに, F ´1

が有界線形写像だったから L2pRqの意味でF ´1rF r f kss Ñ F ´1rF r f ssとな
る. したがって, k Ñ 8 とすると, f “ F ´1rF r f ss となることがわかった.
f “ F rF ´1r f ssとなることも同様である. □

Plancherelの定理も L2pRq上に拡張することができる.

定理 3.8 (Plancherelの定理).
f , g P LpRqに対して

(3.40) p f , gqL2pRq “ pF r f s,F rgsqL2pRq

が成り立つ. とくに,

(3.41) }F r f s}L2pRq “ } f }L2pRq

となる.

証明.
f , g P L2pRqに対して, t f ku8

k“1, tgku8
k“1 Ă S pRqを L2pRqの意味で f k Ñ f ,

gk Ñ g をみたすものとする. Plancherelの定理 (定理 3.5)より

p f k , gkqL2pRq “ pF r f ks,F rgksqL2pRq

となる. k Ñ 8としたときに,

p f k , gkqL2pRq Ñ p f , gqL2pRq, pF r f ks,F rgksqL2pRq Ñ pF r f s,F rgsqL2pRq

となることを示せばよい.
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p f k , gkqL2pRq Ñ p f , gqL2pRq を示す. Schwarzの不等式より

|p f k , gkqL2pRq ´ p f , gqL2pRq| “ |p f k ´ f , gkqL2pRq| ` |p f , gk ´ gqL2pRq|

ď } f k ´ f }L2pRq}gk}L2pRq ` } f }L2pRq}gk ´ g}L2pRq

(3.42)

となる. L2pRqの意味で gk Ñ g だから, }gk}L2pRq は k について有界である. す
なわち,ある M ą 0ががとれて,すべての k P Nについて, }gk}L2pRq ď M とで
きる. よって, k Ñ 8とすると

|p f k , gkqL2pRq ´ p f , gqL2pRq| ď M} f k ´ f }L2pRq ` } f }L2pRq}gk ´ g}L2pRq Ñ 0
(3.43)

となるので, p f k , gkqL2pRq Ñ p f , gqL2pRq が得られた. pF r f ks,F rgksqL2pRq Ñ

pF r f s,F rgsqL2pRq も同様である. □

たたみこみに関する等式

F r f ˚ gs “ F r f sF rgs

を示すには準備がいる. 次のたたみこみに対するYoungの不等式を示す.

定理 3.9 (たたみこみに対するYoungの不等式).
f P L2pRq, g P L1pRqに対して

(3.44) } f ˚ g}L2pRq ď } f }L2pRq}g}L1pRq

が成り立つ.

証明.
x P Rに対して Schwarzの不等式より

|p f ˚ gqpxq| ď

ż

R
| f px ´ yqgpyq| dy

“

ż

R
|gpyq|

1
2 p| f px ´ yq||gpyq|

1
2 q dy

ď

ˆ
ż

R
|gpyq| dy

˙
1
2

ˆ
ż

R
| f px ´ yq|2|gpyq| dy

˙
1
2
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が成り立つ. 従って, Fubini-Tonelliの定理より

} f ˚ g}2
L2pRq

ď

ż

R

ˆ
ż

R
|gpyq| dy

˙ ˆ
ż

R
| f px ´ yq|2|gpyq| dy

˙

dx

“ }g}L1pRq

ż

R

ż

R
| f px ´ yq|2|gpyq| dy dx

“ }g}L1pRq

ż

R

ˆ
ż

R
| f px ´ yq|2 dx

˙

|gpyq| dy “ } f }2
L2pRq

}g}2
L1pRq

が得られる. □

f , g P L2pRq のとき, f ˚ g P L2pRqq かどうかがわからないため, F r f ˚ gs

が定義できるかどうかがわからない. g P L1pRqであれば,たたみこみに対する
Youngの不等式 (定理 3.9)より f ˚ g P L2pRqがわかるので, F r f ˚ gsが定義で
きる.

定理 3.10.
f P L2pRq, g P L1pRqに対して

(3.45) {p f ˚ gqpξq “ pf pξqpgpξq

が成り立つ.

証明.
L2pRqの意味で, f k Ñ f となる t f ku8

k“1 Ă S pRqをとると,命題 3.4より

(3.46) F r f k ˚ gs “ F r f ksF rgs

が成り立つ. たたみこみに対するYoungの不等式 (定理 3.9)より

} f k ˚ g ´ f ˚ g}L2pRq “ }p f k ´ f q ˚ g}L2pRq

ď }p f k ´ f q}L2pRq}g}L1pRq Ñ 0 pk Ñ 8q

となるので, L2pRq の意味で f k ˚ g Ñ f ˚ g となる. さらに, f k P S pRq から
f k ˚ g P S pRqとなるので, (3.46)で k Ñ 8とすればF r f ˚ gs “ F r f sF rgsが
得られる. □

3.6. 熱方程式への応用

一次元熱方程式

(3.47)
Bu
Bt

pt, xq “
B2u
Bx2 pt, xq t ą 0, x P R
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に初期条件

(3.48) up0, xq “ u0pxq

をつけた問題を考える. 未知関数 u “ upt, xq : r0,8q ˆ RÑ Rは, (仮想的に)無
限に長い細い針金の時間 t,位置 x における温度を表すとき, (3.47), (3.48)が成
り立つことが知られている. 時刻 t “ 0における温度 u0 “ u0pxq : R Ñ Rを与
えたときに,時刻 t で温度 uがどうなっているかが知りたい問題である. これを
知らべるために, Fourier変換を利用しよう. しばらくの間, u0 や u がどのよう
な条件をみたすかは考えないことにして形式的な計算をしてみる.
熱方程式 (3.47)を変数 x について Fourier変換すると,命題 3.6より

(3.49)
Bpu
Bt

“
xBu
Bt

“
yB2u
Bx2 “ p2πiξq2

pupt, ξq “ ´4π2ξ2
pupt, ξq

となる. この常微分方程式 (3.49)は求積法で解くことができて,

pupξ, tq “ e´4π2ξ2t
pup0, ξq “ e´4π2ξ2t

pu0pξq

と解ける. 命題 3.4と定理 3.4より,変数 ξ に対する Fourier逆変換をとると

(3.50) upx, tq “ F ´1rpupt, ξqs “ F ´1re´4π2ξ2t
pu0s “ F ´1re´4π2ξ2ts ˚ u0

となる. Gauss核の Fourier変換 (定理 3.2)より

e´4π2ξ2t “ e´πp4πtqξ2
“ λ

1
2

pgλpξq, λ “
1

4πt
だから,

F ´1re´4π2ξ2ts “
1

?
4πt

exp
ˆ

´
|x|2

4t

˙

が得られる. (3.50)に代入することで

upt, xq “

ˆ

1
?

4πt
exp

ˆ

´
|x|2

4t

˙˙

˚ u0pt, xq

“

ż

R

1
?

4πt
exp

ˆ

´
|x ´ y|2

4t

˙

u0pyq dy

(3.51)

が (3.47)の解の候補となる. 実際に,次が成り立つ.

定理 3.11.
u0 P L2pRqとする. このとき, (3.51)で定めた uは (3.47)をみたす. さらに,

(3.48)について, }upt, xq ´ u0pxq}L2
xpRq Ñ 0 pt Ñ 0qが成り立つ.
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証明.
(3.47)は,

(3.52)
ˆ

B

Bt
´

B2

Bx2

˙ ˆ

1
?

4πt
exp

ˆ

´
|x ´ y|2

4t

˙˙

“ 0

に注意して, (形式的には)積分と微分の順序交換をすれば得られる. (3.48)につ
いては, Plancherelの定理 (定理 3.8)と Lebesgueの優収束定理より

}upt, ¨q ´ u0}L2pRq “ }F ruspt, ¨q ´ F ru0s}L2pRq

“ }p1 ´ e´4π2ξ2tqF ru0s}L2pRq Ñ 0 pt Ó 0q

から従う. □

次に,与えられた関数 f “ f pt, xq : r0,8q ˆ RÑ Rに対して,

(3.53)
Bu
Bt

pt, xq “
B2u
Bx2 pt, xq ` f pt, xq

に初期値 (3.48)を与えた問題の解を導こう. (3.53)を両辺 x について Fourier変
換すると, (3.49)と同様の計算により

Bpu
Bt

pt, xq “ ´4π2ξ2
pupt, ξq ` pf pt, ξq

となる. この常微分方程式を解くために,積分因子 e4π2ξ2t をかけると

B

Bt
pe4π2ξ2t

pupt, ξqq “ e4π2ξ2t
pf pt, ξq

が得られる. 変数 t を τにかえて, 0 ď τ ď t で積分すると

e4π2ξ2t
pupt, ξq ´ pup0, ξq “

ż t

0
e4π2ξ2τ

pf pτ, ξq dτ,

すなわち

pupt, ξq “ e´4π2ξ2t
pup0, ξq `

ż t

0
e´4π2ξ2pt´τq

pf pτ, ξq dτ

“ e´4π2ξ2t
pu0pξq `

ż t

0
e´4π2ξ2pt´τq

pf pτ, ξq dτ
(3.54)

が得られた. 熱核 Gtpxqを

(3.55) Gtpxq :“
1

?
4πt

exp
ˆ

´
|x|2

4t

˙
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で定めれば, (3.54)を逆 Fourier変換することにより

(3.56) upt, xq “ pGt ˚ u0qpt, xq `

ż t

0
Gt´τ ˚ f pτ, xq dτ

が得られる. (3.56)は熱方程式 (3.53)に対するDuhamelの公式という.
最後に, f “ f puqと f が未知関数 uに依存して決まる場合の方針を述べよ

う. すなわち,

(3.57)
Bu
Bt

pt, xq “
B2u
Bx2 pt, xq ` f pupt, xqq

に初期値 (3.48)を与えた問題を考える. f は t, x に依存してもよいが, 話を
簡単にするために, f が u のみに依存する場合を考えよう. (3.57)に対応する
Duhamelの公式は

(3.58) upt, xq “ pGt ˚ u0qpt, xq `

ż t

0
Gt´τ ˚ f pupτ, xqq dτ

となり,今までと違って,右辺に未知関数 uを含んでいる. そこで, (3.57)の解が
存在するかどうかを,積分の含んだ積分方程式 (3.58)の解が存在するかどうか
によって考える. アイデアは

(3.59) Ψpuq :“ pGt ˚ u0qpt, xq `

ż t

0
Gt´τ ˚ f pupτ, xqq dτ

を考えて, Ψの不動点,つまり u “ Ψpuqを探す問題に帰着させるということで
ある. Ψ を定義する集合 (関数空間という)は何か,その集合の位相をどう定め
るか,が解の存在証明に重要になる.
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