
第 1 章

無限次元の線形空間とFourier級数

問題 1.1.
内積のついた R上の線形空間 (𝐻, (·, ·)𝐻) に対して, Schwarzの不等式

| (𝒖, 𝒗)𝐻 | ≤ ∥𝒖∥𝐻 ∥𝒗∥𝐻 , 𝒖, 𝒗 ∈ 𝐻

を示せ (ヒント: 𝑡 ∈ Rに対して 𝑓 (𝑡) = ∥𝒖 + 𝑡𝒗∥2
𝐻 を計算する. 𝑓 の最小値を考えると...).

問題 1.2.
内積のついた C上の線形空間 (𝐻, (·, ·)𝐻) に対して, Schwarzの不等式

| (𝒖, 𝒗)𝐻 | ≤ ∥𝒖∥𝐻 ∥𝒗∥𝐻 , 𝒖, 𝒗 ∈ 𝐻

を示せ (ヒント: 𝑧 ∈ Cに対して 𝑓 (𝑡) = ∥𝒖 + 𝑧𝒗∥2
𝐻 を計算する. 問題 1.1のヒントにある 𝑓 (𝑡) を

最小にする 𝑡 を 𝑧に代入するとどうなるか？ ).

問題 1.3.
𝑘, 𝑙 ∈ Nに対して,次の積分を計算せよ (計算過程をきちんと書くこと).

1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
cos(𝑘𝑥) cos(𝑙𝑥) 𝑑𝑥, 1

𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
cos(𝑘𝑥) sin(𝑙𝑥) 𝑑𝑥, 1

√
2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
cos(𝑘𝑥) 𝑑𝑥,

1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
sin(𝑘𝑥) sin(𝑙𝑥) 𝑑𝑥, 1

√
2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
sin(𝑘𝑥) 𝑑𝑥, 1

2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑑𝑥

1





第 2 章

Fourier級数

1. Fourier係数の性質
問題 2.1.
関数 𝑓 : (−𝜋, 𝜋) → Rの奇関数部分 𝑓odd,偶関数部分 𝑓even をそれぞれ 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋) に対して

𝑓odd(𝑥) :=
𝑓 (𝑥) − 𝑓 (−𝑥)

2
, 𝑓even(𝑥) :=

𝑓 (𝑥) + 𝑓 (−𝑥)
2

で定める.

(1) 𝑓odd + 𝑓even = 𝑓 を示せ.
(2) 𝑓odd が奇関数であること, 𝑓even が偶関数であることを示せ.

問題 2.2.
𝑓 (𝑥) = 𝑥 (−𝜋 < 𝑥 < 𝜋) の Fourier係数を求めよ.

問題 2.3.
𝑓 (𝑥) = 𝑥2 (−𝜋 < 𝑥 < 𝜋) の Fourier係数を求めよ.

問題 2.4.
𝑓 (𝑥) = 𝑥3 (−𝜋 < 𝑥 < 𝜋) の Fourier係数を求めよ.

問題 2.5.
𝑓 (𝑥) = |𝑥 | (−𝜋 < 𝑥 < 𝜋) の Fourier係数を求めよ.

問題 2.6.
𝑓 (𝑥) = |𝑥 |𝑥 (−𝜋 < 𝑥 < 𝜋) の Fourier係数を求めよ.

問題 2.7.
𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 (−𝜋 < 𝑥 < 𝜋) の Fourier係数を求めよ.

問題 2.8.
0でない定数 𝑐 ∈ Rに対して, 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑐𝑥 (−𝜋 < 𝑥 < 𝜋) の Fourier係数を求めよ.

問題 2.9.

𝑎 ∈ Rに対して, 𝑓 (𝑥) =

−1, (−𝜋 < 𝑥 < 0),
𝑎, (𝑥 = 0),
1, (0 ≤ 𝑥 < 𝜋)

のグラフを書け. つぎに,この関数 𝑓 の Fourier

係数 𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 を求めよ. 次に, Fourier級数

𝑎0
2

+
∞∑
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos(𝑘𝑥) + 𝑏𝑘 sin(𝑘𝑥))

に 𝑥 = 0を代入した値を求めて,級数が 𝑓 (0) に一致するときの 𝑎の値を求めよ.
3



2. 連続関数に対する Fourier級数の収束
問題 2.10.

(−𝜋, 𝜋)上の連続な関数列 𝐹𝑁 : (−𝜋, 𝜋) → R (𝑁 ∈ N)が 𝐹 : (−𝜋, 𝜋) → Rに (−𝜋, 𝜋)上一様収
束するとき, 𝐹 が (−𝜋, 𝜋) 上連続となることの証明を与えよ.

問題 2.11.
(−𝜋, 𝜋) 上の可積分関数列 𝐹𝑁 : (−𝜋, 𝜋) → R (𝑁 ∈ N) が可積分関数 𝐹 : (−𝜋, 𝜋) → R に

(−𝜋, 𝜋) 上一様収束するとき,極限と積分の順序が交換できる. すなわち

lim
𝑁→∞

∫ 𝜋

−𝜋
𝐹𝑁 (𝑥) 𝑑𝑥 =

∫ 𝜋

−𝜋
𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥

が成り立つことの証明を与えよ.

3. 𝐿2空間

定義.
1 ≤ 𝑝 < ∞と可測集合 Ω ⊂ R𝑛 に対して

𝐿𝑝 (Ω) :=
{
𝑓 : Ω → R, 可測関数,

∫
Ω
| 𝑓 (𝑥) |𝑝 𝑑𝑥 < ∞

}
で定める. 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 (Ω) に対して

∥ 𝑓 ∥𝐿𝑝 (Ω) :=
(∫

Ω
| 𝑓 (𝑥) |𝑝 𝑑𝑥

) 1
𝑝

で定める.

問題 2.12.
𝛼 > 0とする. |𝑥 |−𝛼 ∈ 𝐿2(−𝜋, 𝜋)となるため, |𝑥 |−𝛼 ∈ 𝐿2(−𝜋, 𝜋)とならないための 𝛼の条件を

求めよ.

問題 2.13.
1 ≤ 𝑝 < ∞と 𝛼 > 0に対して, |𝑥 |−𝛼 ∈ 𝐿𝑝 (−1, 1) となるため/ならないための 𝛼 の条件を求

めよ.

問題 2.14.
1 ≤ 𝑝 < ∞ と 𝛼 > 0 に対して, |𝑥 |−𝛼 ∈ 𝐿𝑝 (1,∞) となるため/ならないための 𝛼 の条件を求

めよ.

問題 2.15.
1 ≤ 𝑝 < ∞と 𝛼 > 0に対して, (1 + |𝑥 |)−𝛼 ∈ 𝐿𝑝 (R) となるため/ならないための 𝛼の条件を求

めよ.

問題 2.16.
1 ≤ 𝑝 < ∞と 𝛼 > 0に対して, (1 + |𝑥 |2)−𝛼/2 ∈ 𝐿𝑝 (R)となるため/ならないための 𝛼の条件を

求めよ.

問題 2.17.
𝑛 ∈ Nに対して 𝐵𝑛

1 := {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥 | < 1}とおく.
(1) 𝑛 = 2のとき, 1 ≤ 𝑝 < ∞と 𝛼 > 0に対して, |𝑥 |−𝛼 ∈ 𝐿𝑝 (𝐵2

1)となるため/ならないための
𝛼の条件を求めよ.

(2) 𝑛 = 3のとき, 1 ≤ 𝑝 < ∞と 𝛼 > 0に対して, |𝑥 |−𝛼 ∈ 𝐿𝑝 (𝐵3
1)となるため/ならないための

𝛼の条件を求めよ.



(3) 𝑛 ∈ Nのとき, 1 ≤ 𝑝 < ∞と 𝛼 > 0に対して, |𝑥 |−𝛼 ∈ 𝐿𝑝 (𝐵𝑛
1)となるため/ならないため

の 𝛼の条件を求めよ. なお,極座標変換
𝑥 = 𝑟𝜔, 0 ≤ 𝑟 ≤ 1, 𝜔 ∈ {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥 | = 1}

とおいたときに,変数変換により, 𝑑𝑥 = 𝑟𝑛−1𝑑𝑟𝑑𝜔となることは使ってよい.

問題 2.18.
1 ≤ 𝑝 < ∞と可測集合 Ω ⊂ R𝑛 に対して 𝐿𝑝 (Ω)が線形空間であることを示したい. 次の問い

に答えよ.
(1) 𝑎, 𝑏 ≥ 0に対して (𝑎 + 𝑏)𝑝 ≤ 2𝑝−1(𝑎𝑝 + 𝑏𝑝) を示せ.
(2) 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐿𝑝 (Ω) に対して, 𝑓 + 𝑔 ∈ 𝐿𝑝 (Ω) を示せ.
(3) 𝑐 ∈ Rと 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 (Ω) に対して, 𝑐 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 (Ω) を示せ.

問題 2.19.
可測集合 Ω ⊂ R𝑛 と 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐿2(Ω) に対して

( 𝑓 , 𝑔)𝐿2 (Ω) :=
∫
Ω
𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

で定める. (·, ·)𝐿2 (Ω) が (実係数の)内積の公理をみたすことを示せ.

問題 2.20.
1 ≤ 𝑝 < ∞と可測集合 𝐼 ⊂ R, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 (𝐼), 𝜆 > 0に対して

𝑚1 ({𝑥 ∈ 𝐼 : | 𝑓 (𝑥) | ≥ 𝜆}) ≤ 1
𝜆𝑝

∥ 𝑓 ∥𝑝
𝐿𝑝 (𝐼)

を示せ.

定義.
1 ≤ 𝑝 < ∞と可測集合 Ω ⊂ R𝑛 に対して

𝐿
𝑝
w(Ω) :=

{
𝑓 : Ω → R, 可測関数, sup

𝜆>0
(𝜆𝑝𝑚𝑛 ({𝑥 ∈ 𝐼 : | 𝑓 (𝑥) | ≥ 𝜆})) < ∞

}
で定める. 𝑓 ∈ 𝐿

𝑝
w(Ω) に対して

∥ 𝑓 ∥𝐿𝑝
w (Ω) := sup

𝜆>0

(
𝜆𝑚𝑛 ({𝑥 ∈ 𝐼 : | 𝑓 (𝑥) | ≥ 𝜆})

1
𝑝

)
で定める.

問題 2.21.
1 ≤ 𝑝 < ∞に対して,次を示せ.
(1) |𝑥 |−

1
𝑝 は 𝐿𝑝 (−1, 1) に属さない.

(2) |𝑥 |−
1
𝑝 は 𝐿

𝑝
w(−1, 1) に属する.

問題 2.22.
次の関数の組が 𝐿2(−𝜋, 𝜋) における正規直交系であることを示せ.{

1
√
𝜋

cos(𝑘𝑥), 1
√
𝜋

sin(𝑘𝑥), 1
√

2𝜋

}∞
𝑘=1

問題 2.23.
{ 𝑓𝑘 }∞𝑘=1 ⊂ 𝐿2(−𝜋, 𝜋) を 𝐿2(−𝜋, 𝜋) 上の正規直交系とする. このとき, 任意の 𝑓 ∈ 𝐿2(−𝜋, 𝜋)

と 𝑁 ∈ Nに対して
𝑁∑
𝑘=1

| ( 𝑓 , 𝑓𝑘 )𝐿2 (−𝜋,𝜋) |2 ≤ ∥ 𝑓 ∥2
𝐿2 (−𝜋,𝜋)



を示せ (ヒント: 𝛼𝑘 := ( 𝑓 , 𝑓𝑘 )𝐿2 (−𝜋,𝜋) とおいて,






 𝑓 − 𝑁∑
𝑘=1

𝛼𝑘 𝑓𝑘






2

𝐿2 (−𝜋,𝜋)
≥ 0を考える).



第 3 章

Fourier変換

1. 複素 Fourier級数
問題 3.1.

Eulerの公式 𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 (𝜃 ∈ R)と複素数における指数法則をみとめて次を示せ.

(1) cos 𝜃 =
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

2
, sin 𝜃 =

𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
, (𝜃 ∈ R)

(2) cos(𝜃1 + 𝜃2) = cos 𝜃1 cos 𝜃2 − sin 𝜃1 sin 𝜃2, sin(𝜃1 + 𝜃2) = sin 𝜃1 cos 𝜃2 + cos 𝜃1 sin 𝜃2
(𝜃1, 𝜃2 ∈ R)

問題 3.2.
複素数値 𝐿2 空間 𝐿2

C
(−𝜋, 𝜋)

𝐿2
C(−𝜋, 𝜋) :=

{
𝑓 : (−𝜋, 𝜋) → C, Re 𝑓 , Im 𝑓 は可測関数,

∫ 𝜋

−𝜋
| 𝑓 (𝑥) |2 𝑑𝑥 < ∞

}
と定める. 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐿2

C
(−𝜋, 𝜋 ; C) に対して, 𝑓 , 𝑔の 𝐿2

C
(−𝜋, 𝜋) 内積を

( 𝑓 , 𝑔)𝐿2
C
(−𝜋,𝜋) :=

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

で定める.

(1) (·, ·)𝐿2 (−𝜋,𝜋 ;C) が (複素係数の)内積の公理をみたすことを示せ.

(2)
{

1√
2𝜋
𝑒𝑖𝑘𝑥

}∞
𝑘=−∞

が 𝐿2
C
(−𝜋, 𝜋) の正規直交系となることを示せ. ただし, 𝑖 =

√
−1は虚数単

位である.

2. 可積分関数に対する Fourier変換

定義.
可積分関数 𝑓 : R𝑛 → Cに対して, 𝑓 の Fourier変換ℱ [ 𝑓 ], 𝑓 を

(2.1) ℱ [ 𝑓 ] (𝜉) = 𝑓̂ (𝜉) :=
∫
R𝑛

𝑓 (𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑥·𝜉 𝑑𝑥, 𝜉 ∈ R𝑛

で定める. とくに 𝑛 = 1のときは
(2.2) ℱ [ 𝑓 ] (𝜉) = 𝑓̂ (𝜉) :=

∫ ∞

−∞
𝑓 (𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝜉 𝑑𝑥, 𝜉 ∈ R

である．

問題 3.3.
次の Fourier変換 𝑓 (𝜉)を求めよ.

𝑓 (𝑥) =
{

1 𝑎 < 𝑥 < 𝑏

0 それ以外
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問題 3.4.
次の Fourier変換 𝑓 (𝜉)を求めよ.

𝑓 (𝑥) =
{
𝑥 𝑎 < 𝑥 < 𝑏

0 それ以外
問題 3.5.
次の Fourier変換 𝑓 (𝜉)を求めよ.

𝑓 (𝑥) =
{
𝑥2 𝑎 < 𝑥 < 𝑏

0 それ以外
問題 3.6.
次の Fourier変換 𝑓 (𝜉)を求めよ.

𝑓 (𝑥) =
{
|𝑥 | −1 < 𝑥 < 1
0 それ以外

問題 3.7.
𝑘 > 0に対して,次の Fourier変換 𝑓 (𝜉)を求めよ.

𝑓 (𝑥) =
{
𝑒−𝑘𝑥 𝑥 > 0
0 𝑥 ≤ 0

問題 3.8.
𝑘 > 0に対して,次の Fourier変換 𝑓 (𝜉)を求めよ.

𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝑘 |𝑥 | (𝑥 ∈ R)

問題 3.9.
𝑘 > 0に対して,次の Fourier変換 𝑓 (𝜉)を求めよ.

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑒−𝑘 |𝑥 | (𝑥 ∈ R)

問題 3.10.

𝑘 > 0に対して 𝑓 (𝑥) =
{
𝑒−𝑘𝑥 𝑥 > 0
0 𝑥 ≤ 0

とおく.

(1) 𝑓 の Fourier変換を求めよ.
(2) 𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝜉 = cos(2𝜋𝑥𝜉) − 𝑖 sin(2𝜋𝑥𝜉) に注意して∫ ∞

0
𝑒−𝑘𝑥 cos(2𝜋𝑥𝜉) 𝑑𝑥,

∫ ∞

0
𝑒−𝑘𝑥 sin(2𝜋𝑥𝜉) 𝑑𝑥

を求めよ.
(3) 𝑙 ∈ Rに対して ∫ ∞

0
𝑒−𝑘𝑥 cos(𝑙𝑥) 𝑑𝑥,

∫ ∞

0
𝑒−𝑘𝑥 sin(𝑙𝑥) 𝑑𝑥

を求めよ (ヒント: 2𝜋𝜉 = 𝑙 により, 𝜉 を定めると...).

問題 3.11.
ℎ ∈ R, 𝜆 > 0 に対して, 平行移動作用素 𝜏ℎ とスケール変換 𝛿𝜆 を 𝑓 : R → C に対してそれ

ぞれ
(𝜏ℎ 𝑓 ) (𝑥) := 𝑓 (𝑥 − ℎ), (𝛿𝜆 𝑓 )(𝑥) := 𝑓 (𝑥/𝜆)



で定める. このとき, 𝑓 ∈ 𝐿1(R), 𝜉 ∈ Rに対して�(𝜏ℎ 𝑓 ) (𝜉) = 𝑒−2𝜋𝑖𝜉ℎ 𝑓̂ (𝜉), �(𝛿𝜆 𝑓 )(𝜉) = 𝜆 𝑓̂ (𝜆𝜉)
が成り立つことを示せ.

3. Gauss核の Fourier変換
問題 3.12.

𝑡 > 0, 𝑥 ∈ Rに対して,関数 𝐺 𝑡 (𝑥) は
ℱ [𝐺 𝑡] (𝜉) = 𝑒−4𝜋2𝜉2𝑡

をみたすとする.
(1) 𝐺 𝑡 を求めよ.

(2)
𝜕2𝐺 𝑡

𝜕𝑥2 を計算せよ.

(3)
𝜕𝐺 𝑡

𝜕𝑡
を計算せよ.

4. 急減少関数の Fourier変換

定義 (Schwartz空間と急減少関数).
R上の Schwartz空間𝒮(R) を

(4.1) 𝒮(R) := { 𝑓 ∈ 𝐶∞(R) :

すべての 𝑘, 𝑙 ∈ N ∪ {0}に対して sup
𝑥∈R

(1 + |𝑥 |2) 𝑘
2 | 𝑓 (𝑙) (𝑥) | < ∞}

で定める. 𝑓 ∈ 𝒮(R) を急減少関数という.

問題 3.13.
𝒮(R) が線形空間となることを示したい.
(1) 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝒮(R) に対して, 𝑓 + 𝑔 ∈ 𝒮(R) を示せ.
(2) 𝑐 ∈ C, 𝑓 ∈ 𝒮(R) に対して, 𝑐 𝑓 ∈ 𝒮(R)を示せ.

5. Fourier変換の 𝐿2理論
問題 3.14.

𝐿2
C
(R) 上の Fourier変換ℱ は 𝐿2

C
(R) 上の線形写像となることを示せ.

問題 3.15.
𝐴 を実係数 3次対称行列とする. このとき,ある正定数 𝐶 > 0が存在して,すべての 𝒙 ∈ R3

に対して |𝐴𝒙 | ≤ 𝐶 |𝒙 |とできることを示せ. (ヒント: 𝐴の固有値を重複を込めて 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3とし,
対応する正規直交化した固有ベクトルを 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3 とおく. 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3 が R3 の基底になることを
用いて, |𝐴𝒙 |2 と |𝒙 |2 を計算してみよ. )

問題 3.16.
𝑓 ∈ 𝐿2

C
(R), 𝑔 ∈ 𝐿1

C
(R) に対して

(5.1) ℱ−1 [ 𝑓 ∗ 𝑔] = ℱ−1 [ 𝑓 ]ℱ−1 [𝑔]
が成り立つことを示せ.
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