
第 4 章

微分積分の基礎理論

4.1. 微分係数,導関数とその性質

関数 f : (a, b) → Rに対して, x0 ∈ (a, b)の微分係数 f ′(x0)を求める操作を
「微分する」という. 定義を正確に述べると次のようになる.

定義 4.1 (微分係数と導関数).
x0 ∈ (a, b)に対して, f : (a, b) → Rが x = x0 で微分可能であるとは,

lim
x→x0

f (x) − f (x0)
x − x0

が存在することである. このとき, f ′(x0) := lim
x→x0

f (x) − f (x0)
x − x0

と書き, f の x0に

おける微分係数という.
f が (a, b)上微分可能であるとは, すべての x ∈ (a, b)に対して, f が xで微

分可能であることをいう. このとき, x ∈ (a, b)に対して
df
dx

(x) := f ′(x)

と書く. このようにして定めた関数
df
dx

: (a, b) → Rを f の導関数という.

以下, I ⊂ Rに対して

C(I) :=
{

f : I → R, f は I上連続
}

C1(a, b) :=
{

f : (a, b) → R, f は (a, b)上微分可能, df
dx

∈ C((a, b))
}

と書くことにする.

4.1.1. 微分係数と接線. 関数 f : (a, b) → Rに対して, x0 ∈ (a, b)の微分係数
f ′(x0)はいろいろな解釈があるが,グラフ y = f (x)の x = x0での接線の傾きに
なるということはよく知られているであろう. このことを,定式化する.
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84 4微分積分の基礎理論

定理 4.2.
f : (a, b) → Rと x0 ∈ (a, b)に対して, f が x = x0で微分可能であること

と,「ある定数 λ ∈ Rが存在して,

f (x) = f (x0) + λ(x − x0) + R(x)(x − x0)
と書いたときに R(x) → 0 (x → x0)」は同値である. このとき, λ = f ′(x0)と
なる.

証明.
f が x = x0で微分可能であるとする. このとき, λ = f ′(x0)として,

R(x) :=
f (x) − f (x0)

x − x0
− f ′(x0)

とおく. すると, x − x0をはらうと

f (x) = f (x0) + λ(x − x0) + R(x)(x − x0)

となる. f が x = x0で微分可能であることから, R(x) → 0 (x → x0)となること
がわかる.
逆に,ある定数 λ ∈ Rが存在して, f (x) = f (x0) + λ(x − x0) + R(x)(x − x0)と

書いたときに R(x) → 0 (x → x0)が成り立つとしよう. x , x0 として x − x0 で
割れば

f (x) − f (x0)
x − x0

= λ + R(x)

となる. R(x) → 0 (x → x0)だから

lim
x→x0

f (x) − f (x0)
x − x0

= λ

となるので, f ′(x0) = λとなることがわかる. □

このことから, 微分可能であることは連続より強い条件であることがわか
る. すなわち,

系 4.3.
f : (a, b) → Rが x0 ∈ (a, b)で微分可能ならば, x0で連続になる.

証明.
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定理 4.2 より f (x) = f (x0) +′ (x0)(x − x0) + R(x)(x − x0) と書いたときに
R(x) → 0 (x → x0)が成り立つ. 従って

| f (x) − f (x0)| = | f ′(x0)(x − x0) + R(x)(x − x0)|
≤ | f ′(x0)| |x − x0 | + |R(x)| |x − x0 |
→ 0 (x → x0)

となるので, f (x) → f (x0) (x → x0),すなわち f は x = x0 で連続となることが
わかる.

□

4.1.2. 微分公式. 高校で学んだ微分公式を証明しよう.

定理 4.4.
f , g ∈ C1(a, b), λ ∈ R, x0 ∈ (a, b)に対して,次が成り立つ.
(1) ( f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0)
(2) (λ f )′(x0) = λ f ′(x0)
(3) (積の微分公式) ( f g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f (x0)g′(x0)

注意 4.5.
定理 4.4の (1), (2)より,微分は線形である.

定理 4.2の証明.
(1) x ∈ (a, b) \ {x0}に対して

(4.1)
( f + g)(x) − ( f + g)(x0)

x − x0
=

f (x) − f (x0)
x − x0

+
g(x) − g(x0)

x − x0

である. x → x0 とすれば, (4.1)の右辺は f ′(x0) + g′(x0) に収束するので, ( f +
g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0)が成り立つ.

(2) x ∈ (a, b) \ {x0}に対して

(4.2)
(λ f )(x) − (λ f )(x0)

x − x0
= λ

f (x) − f (x0)
x − x0

である. x → x0 とすれば, (4.2)の右辺は λ f ′(x0) に収束するので, (λ f )′(x0) =
λ f ′(x0)が成り立つ.

(3) x ∈ (a, b) \ {x0}に対して

(4.3)
( f g)(x) − ( f g)(x0)

x − x0
=

f (x) − f (x0)
x − x0

g(x) + f (x0)
g(x) − g(x0)

x − x0
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である. x → x0とすれば,系 4.3より (4.2)の右辺は f ′(x0)g(x0) + f (x0)g′(x0)に
収束するので, ( f g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f (x0)g′(x0)が成り立つ. □

定理 4.4は定理 4.2を用いて証明することもできる. 以下,定理 4.4の別証を
与える.

定理 4.4の別証.
(1) x ∈ (a, b)に対して

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + R f (x)(x − x0)
g(x) = g(x0) + g′(x0)(x − x0) + Rg(x)(x − x0)

と書くと, R f (x),Rg(x) → 0 (x → x0)が成り立つ. よって,

( f + g)(x) = ( f + g)(x0) + ( f ′(x0) + g′(x0))(x − x0) + (R f (x) + Rg(x))(x − x0)

となり, x → x0としたときに R f (x) + Rg(x) → 0が成り立つので, ( f + g)′(x0) =
f ′(x0) + g′(x0)が成り立つ.

(2) x ∈ (a, b)に対して

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + R f (x)(x − x0)

と書くと, R f (x) → 0 (x → x0)が成り立つ. よって,

(λ f )(x) = (λ f )(x0) + (λ f ′(x0))(x − x0) + λR f (x)(x − x0)

となり, x → x0 としたときに λR f (x) → 0が成り立つので, (λ f )′(x0) = λ f ′(x0)
が成り立つ.

(1) x ∈ (a, b)に対して

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + R f (x)(x − x0)
g(x) = g(x0) + g′(x0)(x − x0) + Rg(x)(x − x0)

と書くと, R f (x),Rg(x) → 0 (x → x0)が成り立つ. よって,

( f g)(x) = ( f g)(x0) + ( f ′(x0)g(x0) + f (x0)g′(x0))(x − x0)

+

(
f (x0)Rg(x) + f ′(x0)g′(x0)(x − x0) + f ′(x0)Rg(x)(x − x0)

+ g(x0)R f (x) + g′(x0)R f (x)(x − x0) + R f (x)Rg(x)(x − x0)
)
(x − x0)
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となり, x → x0 としたときに

f (x0)Rg(x) + f ′(x0)g′(x0)(x − x0) + f ′(x0)Rg(x)(x − x0)
+ g(x0)R f (x) + g′(x0)R f (x)(x − x0) + R f (x)Rg(x)(x − x0) → 0

が成り立つので, ( f g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f (x0)g′(x0)が成り立つ. □

定理 4.6 (合成関数の微分公式, chain rule).
f = f (x) : R → R, g = g(y) : R → Rが R上微分可能ならば x0 ∈ Rに対

して
d(g ◦ f )

dx
(x0) =

dg
dy

( f (x0))
df
dx

(x0)

が成り立つ.

注意 4.7.
定理 4.6は y = f (x), z = g(y)と書くと,形式的に

dz
dx
=

dz
dy

dy
dx

と書ける.

定理 4.6の証明.
x, y ∈ Rに対して, f が x = x0 で微分可能, g が y0 = f (x0)で微分可能なの

で,定理 4.2から,
f (x) = f (x0) + fx(x0)(x − x0) + R f (x)(x − x0)
g(y) = g( f (x0)) + gy( f (x0))(y − f (x0)) + Rg(y)(y − f (x0))

と書くと, R f (x) → 0 (x → x0), Rg(y) → 0 (y → f (x0)) が成り立つ. ただし,

fx(x0) =
df
dx

(x0), gy( f (x0)) =
dg
dy

( f (x0))である. y = f (x)を代入すると

g( f (x)) = g( f (x0)) + gy( f (x0)) fx(x0)(x − x0)
+

(
gy( f (x0))R f (x) + Rg( f (x)) fx(x0) + Rg( f (x))R f (x)

)
(x − x0)

となる. 系 4.3より f (x) → f (x0) (x → x0)となるから, Rg( f (x)) → 0 (x → x0)
となることに注意すると, x → x0 としたときに

gy( f (x0))R f (x) + Rg( f (x)) fx(x0) + Rg( f (x))R f (x) → 0

が成り立つ. よって, (g ◦ f )′(x0) = gy( f (x0)) fx(x0)が成り立つ. □
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定理 4.6では記述を簡単にするために f , gの定義域をRとしたが,定義域を
開区間として記述すると, 次のようになる. 証明は定理 4.6と同様なので省略
する.

定理 4.8 (合成関数の微分公式, chain role).
f = f (x) : (a, b) → R, g = g(y) : (c, d) → Rは f ((a, b)) ⊂ (c, d)をみたすと

する. f , gがそれぞれ x0 ∈ (a, b), f (x0)で微分可能ならば,
d(g ◦ f )

dx
(x0) =

dg
dy

( f (x0))
df
dx

(x0)

が成り立つ.

例 4.9.
x > 0, α ∈ Rに対して

(xα)′ = αxα−1.

を示す. xα = exp(log xα) = exp(α log x) と変形する. f (x) := α log x, g(y) :=
exp(y)とおけば, xα = (g ◦ f )(x)であり,合成関数の微分公式より

d
dx

(xα) = gy( f (x)) fx(x) = exp( f (x))(αx−1) = αxα−1

が得られる.

定理 4.10 (逆関数の微分公式).
f : (a, b) → (c, d)は全単射で微分可能であるとする. x0 ∈ (a, b)にたいし

て f ′(x0) , 0ならば y0 = f (x0)としたときに, f の逆関数 f −1は y0で微分可能
であり,

d( f −1)
dx

(y0) =
1

f ′(x0)
となる.

注意 4.11.
定理 4.10は y = f (x)と書いたときに,形式的に

dx
dy
=

1
dy
dx

と書ける.
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注意 4.12.
f −1が微分可能であることがわかれば, f −1( f (x)) = x の x = x0 における微

分係数を考えれば,合成関数の微分公式により
d( f −1)

dy
( f (x0)) f ′(x0) = 1

となるので,
d( f −1)

dy
( f (x0)) =

1
f ′(x0)

がわかる.

証明.
y ∈ (c, d)に対して x = f −1(y)とおく.

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + R(x)(x − x0)
と書くと, R(x) → 0 (x → x0)である. f (x) = y, f (x0) = y0 より

y = y0 + f ′(x0)( f −1(y) − f −1(y0)) + R( f (y))( f −1(y) − f −1(y0))
だから

f −1(y) = f −1(y0) +
1

f ′(x0)
(y − y0) +

−R(x)
f ′(x0)( f ′(x0) + R(x)) (y − y0)

が成り立つ. y → y0 とすると, x → x0 となるので (注意 4.13を参照) R(x) → 0
だから, −R(x)

f ′(x0)( f ′(x0)+R(x)) → 0 が従う. よって, f −1 は y = y0 で微分可能であっ

て, f −1(y0) = 1
f ′(x0) が成り立つ. □

注意 4.13.
定理 4.10の証明で, x → x0となることを示す. f −1が y = y0で連続となる

ことを示せばよい. δ > 0を [x0 − δ, x0 + δ] ⊂ (a, b)をみたすようにとると, f は
(a, b)上連続だから, f ([x0 − δ, x0 + δ]) = [m,M]とかけ, y0 ∈ [m,M]となる.

y0 ∈ (m,M) となることを示す. y0 = M ならば, x′ < x0 < x′′ なる x′, x′′ ∈
(a, b)をとれば, f が全単射であることから, f (x′), f (x′′) < M となる. f (x′)と
f (x′′)の大きい方を c とおくと,中間値の定理より, x′ < x̃′ < x0, x0 < x̃′′ < x′′

なる x̃′, x̃′′ がとれて, f (x̃′) = f (x̃′′) = M+c
2 が成り立つ. これは f が単射である

ことに反する.
このことにより, y j ∈ [m,M] の条件のもとで y j → y0 ( j → ∞) を考え

ると, x j = f −1(y j) ∈ [x0 − δ, x0 + δ] となる. x j → x0 ( j → ∞) でないと
すると, Bolzano-Weierstrassの定理より, 部分列 {x jk }∞k=1 ⊂ {x j}∞j=1 がとれて

x jk → x̃0 , x0 (k → ∞)とできる. f は連続だから f (x jk ) → f (x̃0) (k → ∞)と
なるが, y jk → y0 (k → ∞)も成り立つから, y0 = f (x̃0),すなわち f (x0) = f (x̃0)
となる. f は単射だったから x0 = x̃0 となるが,これは x̃0 の定め方に反する.
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定理 4.14 (パラメータ微分).
φ,ψ ∈ C1(a, b), x = φ(t), y = ψ(t)とする. φは狭義単調増加で x0 = φ(t0)

とし, φ′(t0) , 0とする. このとき,
dy
dx

(x0) =
ψ′(t0)
φ′(t0)

となる.

注意 4.15.
定理 4.14は,形式的に

dy
dx
=

dy
dt
dx
dt

と書ける.

定理 4.14の証明.
ϕは狭義単調増加なので逆関数を構成できて, t = φ−1(x)と書ける. 従って,

逆関数の微分公式と合成関数の微分公式より

dy
dx

(x0) =
d
dx

����
x=x0

(
ψ(φ−1(x))

)
= ψ′(ϕ−1(x0))(ϕ−1)′(x0) =

ψ′(t0)
ϕ′(t0)

となる. □

4.2. 平均値の定理

平均値の定理 (定理 1.7)の証明をWeierstrassの定理 (定理 1.7, 3.47)を用い
て証明した. 標準的な教科書では,平均値の定理の特殊な場合であるRolleの定
理を先に証明することが多いので, Rolleの定理を紹介し,その証明を与えよう.

定理 4.16 (Rolleの定理).
f ∈ C([a, b]) ∩ C1(a, b)が f (a) = f (b)ならば, ある ξ ∈ (a, b)が存在して,

f ′(ξ) = 0が成り立つ.

Rolleの定理は f (a) = f (b)であれば,グラフを書いたときに “接線の傾き” =
0となる点があるということである.

定理 4.16の証明.
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f が定数関数のときは,すべての x ∈ (a, b)に対して, f ′(x) = 0となるので,
例えば, ξ =

a + b
2
ととればよい. 以下, f は定数関数ではないとする.

1. c ∈ (a, b) が存在して f (a) < f (c) となる場合を考える. このとき, f は
[a, b] 上連続だからWeierstrassの定理 (定理 3.47) より, ξ ∈ [a, b] が存在して,
f (ξ) = max

a≤ξ≤b
f (x) とできるが, f (a) = f (b) かつ f (a) < f (c) ≤ f (ξ) だから,

ξ , a, ξ , bとなる.
2. f ′(ξ) ≤ 0を示す. ξ < x < bに対して f (x) ≤ f (ξ), x − ξ > 0より

f (x) − f (ξ)
x − ξ ≤ 0

だから, x → ξ + 0とすると f ′(ξ) ≤ 0となる.
3. f ′(ξ) ≥ 0を示す. a < x < ξ に対して f (x) ≤ f (ξ), x − ξ < 0より

f (x) − f (ξ)
x − ξ ≥ 0

だから, x → ξ − 0とすると f ′(ξ) ≥ 0となる.
2., 3. より f ′(ξ) = 0がわかる. c ∈ (a, b)が存在して f (a) > f (c)のときも同

様にできる. □

Rolleの定理を用いて,微分平均値定理を証明しよう.

定理 4.17 (微分平均値定理).
f ∈ C([a, b]) ∩ C1(a, b)に対して,ある ξ ∈ (a, b)が存在して,

f (b) − f (a)
b − a

= f ′(ξ)

が成り立つ.

f (b) − f (a)
b − a

は (a, f (a)), (b, f (b))を通る直線の傾きである. 平均値の定理は,
グラフを書いたときに,この直線の傾きと同じ傾きをもつ接線があるというこ
とである

定理 4.17の証明.
φ : [a, b] → Rを x ∈ [a, b]に対して

φ(x) := f (x) −
(

f (b) − f (a)
b − a

(x − a) + f (a)
)
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とおく. すると, φ ∈ C([a, b]) ∩ C1(a, b)かつ

φ(a) = φ(b) = 0, φ(x) = f ′(x) − f (b) − f (a)
b − a

となる. Rolleの定理 (定理 4.16)より, ξ ∈ (a, b)が存在して φ′(ξ) = 0となるの

で, f ′(ξ) = f (b) − f (a)
b − a

が成り立つ. □

4.2.1. 平均値の定理の応用. 平均値の定理の応用として,導関数の符号と関
数の増減について説明しよう.

系 4.18.
f ∈ C1(a, b)に対して,「 f が (a, b)上単調増加」であることと「すべての

x ∈ (a, b)に対して df
dx

(x) ≥ 0」は同値となる.

証明.
f が (a, b) 上単調増加であるとする. すべての x ∈ (a, b) と h > 0 に対し

て, f (x + h) ≥ f (x) だから f (x + h) − f (x)
h

≥ 0 となる. h → 0 + 0 とすれば
f ′(x) ≥ 0がわかる.
すべての x ∈ (a, b)に対して df

dx
(x) ≥ 0 が成り立つとする. x < x′ ∈ (a, b)

が x < x′ ならば, 平均値の定理 (定理 4.17)よりある x < ξ < x′ が存在して,
f (x′) − f (x)

x′ − x
= f ′(ξ) ≥ 0が成り立つ. x′ − x > 0だから f (x′) ≥ f (x)が成り立

つ. □

− f が単調増加であるとき, f は単調減少となる. これを組み合わせると,次
の結果が得られる.

系 4.19.
f ∈ C1(a, b)に対して,「 f が (a, b)上定数関数,すなわち,ある c ∈ Rが存在

して,すべての x ∈ (a, b)に対して f (x) = c」であることと「すべての x ∈ (a, b)
に対して

df
dx

(x) = 0」は同値となる.

証明.
f が (a, b)上定数関数であるとき, すべての x ∈ (a, b)に対して f ′(x) = 0が

なることは明らかである.
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すべての x ∈ (a, b)に対して f ′(x) = 0が成り立つとする. このとき, f , − f が
(a, b)上単調増加となるので, f は (a, b)上単調増加,かつ単調減少となる. 従っ
て, x, x′ ∈ (a, b)に対して, x, x′ ならば f (x) ≤ f (x′)かつ f (x′) ≤ f (x)となるの
で f (x) = f (x′)が成り立つ. □

4.2.2. 極大・極小. 高校で学んだ極大・極小の定義を再確認しよう.

定義 4.20 (極大・極小).
f : (a, b) → R, c ∈ (a, b)とする. f が x = cで極大 (極小)であるとは, ある

δ > 0が存在して,すべての x ∈ (a, b) \ {c}に対して
0 < |x − c | < δならば f (x) < f (c) ( f (x) > f (c))

が成り立つことをいう.

例 4.21.
f : R→ Rを

f (x) :=


x + 2 (−∞ < x ≤ −1)
−x (−1 < x ≤ 1)
x − 2 (1 < x < ∞)

とおくと, f は x = −1 (x = 1)で極大 (極小)となる.

証明.
極大のみ示す. δ = 1ととる. x ∈ R \ {−1}に対して 0 < |x + 1| < δ = 1なら

ば −2 < x < −1または −1 < x < 0であり

f (x) :=

{
x + 2 (−2 < x ≤ −1)
−x (−1 < x < 0)

< 1 = f (−1)

となるので x = −1で極大となる1. □

極大, 極小はもともと微分積分とは関係がない. しかし, 微分可能な関数に
は次のような簡単な判定法がある.

定理 4.22.
f ∈ C1(a, b), c ∈ (a, b)に対し, f が x = cで極大 (極小)ならば f ′(c) = 0と

なる.

10 < δ < 4であれば, δはどれを選んでもよい
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証明.
f が x = cで極大のときに示す. 定義でとれる δ > 0に対して, 0 < h < δな

らば f (c + h) < f (c), f (c − h) < f (c)であり

f (c + h) − f (c)
h

≤ 0,
f (c − h) − f (c)

−h
≥ 0

だから h → 0 + 0とすると f ′(c) ≤ 0, f ′(c) ≥ 0が成り立つ. よって f ′(c) = 0が
わかる. □

定理 4.22の逆である,微分係数が 0であることから極大,極小を判断するこ
とはできない (例えば, f (x) = x3 を考えよ). 極大・極小を判断する一つの方法
は,増減表を書くことである. 増減表による極大・極小の判定法を定理としてま
とめよう.

定理 4.23 (極大・極小の判定).
f ∈ C1(a, b), c ∈ (a, b)に対し,ある δ > 0が存在して,すべての x ∈ (a, b)に

対して

c − δ < x < cならば f ′(x) > 0

c < x < c + δならば f ′(x) < 0

が成り立つとする. このとき, f は x = cで極大となる.

証明.
x ∈ (a, b) \ {c}に対して, 0 < |x − c | < δを仮定する.
1. c − δ < x < cであれば,平均値定理 (定理 4.17)より, x < ξ1 < cが存在し

て,
f (x) − f (c)

x − c
= f ′(ξ1) > 0が成り立つので, x−c < 0に注意すれば f (x) < f (c)

が成り立つ.
2. c < x < c + δであれば,平均値定理 (定理 4.17)より, c < ξ2 < x が存在し

て,
f (x) − f (c)

x − c
= f ′(ξ2) < 0が成り立つので, x−c > 0に注意すれば f (x) < f (c)

が成り立つ.
どちらの場合でも f (x) < f (c)となるので, f は x = cで極大となる. □
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4.3. 原始関数

微分の逆演算ともいえる, 原始関数を定義しよう. あとで, この原始関数が
不定積分を用いて書けることを示す2.

定義 4.24 (原始関数).
関数 f : (a, b) → Rに対して

F′(x) = f (x)
をすべての x ∈ (a, b)でみたす (a, b)上微分可能な関数 F : (a, b) → Rを f の原
始関数という.

原始関数を答えるときに, 積分定数なる定数 C を常に書いていた. 例えば,
f (x) = 3x2 (x ∈ R)の原始関数 F(x)は

F(x) = x3 + C (Cは積分定数 )

となることを学んだであろう. しかし, よく考えてみると, x3 + C 以外の関数,
例えば, x3 + g(x)の形をしたもので, (x3 + g(x))′ = 3x2となるものはあるのであ
ろうか？ 次の定理は,この g(x)が x に依らない定数であることを主張するも
のである.

定理 4.25.
F : (a, b) → Rを関数 f : (a, b) → Rの原始関数とする. このとき,任意の

C ∈ Rに対して, F + C は f の原始関数である. さらに, G : (a, b) → Rも f の
原始関数とすると,ある定数C1 ∈ Rが存在して,すべての x ∈ (a, b)に対して

G(x) = F(x) + C1

が成り立つ.

証明.
F′ = f と定数関数の導関数は 0となることに注意すると, (F +C)′ = f とな

るので (F +C)は f の原始関数である. 次に Gが f の原始関数であるとすると
(G − F)′ = f − f = 0となる. 系 4.19よりある定数C1 ∈ Rが存在して,すべて
の x ∈ (a, b)に対して G(x) − F(x) = C1 となるから, G(x) = F(x) − C1 が成り立
つ. □

2原始関数と不定積分は異なるものである. そのため, 不定積分の記号
∫

f (x) dx もこの

ノートでは使わない.
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注意 4.26.
定理 4.25は関数 f が開区間 (a, b)で定義されていることが必要である. 例

えば, F(x) = 1
x

(x ∈ R \ {0}) の導関数 f (x) は f (x) = − 1
x2 となるから,

1
x

(x ∈ R \ {0})は − 1
x2 (x ∈ R \ {0})の原始関数である. 次に

G(x) :=


1
x
, x < 0

1
x
+ 1, x > 0

により, R \ {0}上の関数 Gを定めると, x ∈ R \ {0}に対して G′(x) = f (x)が成
り立つが,定数 C を用いて F(x) = G(x) + C と書くことはできない.

定理 4.25において, 関数 f : (a, b) → Rの原始関数 F が存在することを仮
定したが,それでは,どのような関数 f に対して,原始関数 F が存在するのだろ
うか？ その答えが不定積分である. 高校の教科書で不定積分を先に学んで,そ
の後に定積分を学ぶが,もともとは定積分が先にあって,不定積分とは高校数学
では「定積分で表された関数」と呼ばれているものである. 次の数節で定積分
と不定積分を説明したうえで,原始関数の存在と微分積分学の基本定理を説明
する.

4.4. 連続関数の定積分

この節では区分求積法を一般化することによって,連続関数の定積分を導入
する. 高校では原始関数の差によって定積分を学んだが, そもそも定積分は面
積を求めるための計算であり, 微分とは関係なく定義することができる. 定積
分を定める上で重要な定理が区分求積法による極限の存在を保証する定理 4.29
であり,いったんその結果を認めて定積分を定義する. そのあとで定理 4.29の
証明と定積分の性質を述べる.

4.4.1. 区分求積法と連続関数の定積分. a < bに対し,閉区間 [a, b]上の連続
関数 f : [a, b] → Rの定積分は,区分求積法を用いて

(4.4)
∫ b

a
f (x) dx = lim

N→∞

N∑
k=1

f
(
a +

k(b − a)
N

)
b − a

N
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と書けた.
b − a

N
は区間 [a, b]を N 等分したときの一つ分の幅である.

(4.5) x0 = a, x1 = a +
(b − a)

N
, x2 = a +

2(b − a)
N

, . . . ,

xk = a +
k(b − a)

N
, . . . , xN = a +

N(b − a)
N

= b

が [a, b] を N 等分したときの分点である. ところで, 等分割とすることは一つ
の方法であるが,等分割以外で分点を考えることも可能であろう. また,区分求
積法では分点での関数の値を使っているが,分点以外の点での関数の値を使う
ことも可能であろう. そこで,次の定義を与える.

定義 4.27 (分割と分割の長さ).
∆ := {x0, x1, x2, . . . , xN : a = x0 < x1 < · · · < xN = b} を [a, b]の分割という.

[a, b]の分割 ∆ := {x0, x1, x2, . . . , xN }に対して
|∆| := max

k=1,2,...,N
(xk − xk−1)

を分割 ∆の長さという.

次に閉区間 [a, b]の分割 ∆ := {x0, x1, x2, . . . , xN } を用いて,区分求積法 (4.4)
の右辺に現れる和を一般化しよう.

定義 4.28 (Riemann和).
[a, b]の分割∆ := {x0, x1, x2, . . . , xN }に対し, xk−1 ≤ ξk ≤ xk をみたす {ξk}N

k=1
をとり, [a, b]上の関数 f : [a, b] → Rに対して

(4.6) R( f ;∆, {ξk}N
k=1) :=

N∑
k=1

f (ξk)(xk − xk−1)

を f のRiemann和という.

区分求積法 (4.4)の有限和について, N → ∞としたときに収束するかどうか
は自明ではない. 区分求積法において, N → ∞とすることは, N 等分の幅

b − a
N

を 0に近づけることであるから, 分割においては |∆| → 0に対応する. このと
きにRiemann和 R( f ;∆, {ξk}∞k=1)が収束するかどうかが, (4.4)の右辺の極限が存
在するかに対応する. この収束を保証する次の定理が定積分の定義において重
要な役割を果たす.
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定理 4.29.
f : [a, b] → Rは [a, b]上連続とする. このとき,次をみたす実数 S ∈ Rが

一意に定まる: 任意の ε > 0に対して,ある δ > 0が存在して,任意の [a, b]の
分割 ∆ = {x0, x1, x2, . . . , xN } と xk−1 ≤ ξk ≤ xk をみたす任意の {ξk}N

k=1 に対し
て |∆| < δならば |R( f ;∆, {ξk}N

k=1) − S | < εが成り立つ.

定理 4.29の証明はあとで行う. 定理の主張が成り立つ S ∈ R を用いて,
Riemann和 R( f ;∆, {ξk}N

k=1)は |∆| → 0のときに Sに収束するといい,

S =: lim
|∆|→0

R( f ;∆, {ξk}N
k=1)

と書く. この Sが f の [a, b]における定積分である. 定義としてまとめよう.

定義 4.30.
閉区間 [a, b] 上の連続関数 f : [a, b] → R に対し, 定理 4.29 で定まる S を

[a, b]における f の定積分といい,

S =
∫ b

a
f (x) dx

で表す.

一次元の定積分には積分の向きを考えることができる. 大小関係が逆のと
きは次のように符号を逆にして定めることにする.

定義 4.31.
閉区間 [a, b]上の連続関数 f : [a, b] → Rに対して∫ a

b
f (x) dx := −

∫ b

a
f (x) dx

と定める.

(4.5)で与えられる等分割∆Nに ξk = xk で定めた {ξk}∞k=1によるRiemann和
R( f ;∆N, {xk}N

k=1) は (4.4)の右辺の有限和である. 定理 4.29で取れる S を用い

ると,任意の ε > 0に対して,定理で取れる δにより,
b − a

N0
< δをみたす N0 に

対して, N ≥ N0 ならば |R( f ;∆N, {xk}N
k=1) − S | < ε が成り立つ. すなわち, (4.4)

の右辺の極限が Sであることがわかる. まとめて次が成り立つ.
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系 4.32 (区分求積法).
閉区間 [a, b]上の連続関数 f : [a, b] → Rに対し,

(4.7)
∫ b

a
f (x) dx = lim

N→∞

N∑
k=1

f
(
a +

k(b − a)
N

)
b − a

N

が成り立つ.

実際の積分の計算は区分求積法を用いて計算するのがよいだろう.

例 4.33 (定数関数の定積分).
c ∈ R に対して, f : R → R を f (x) := c (x ∈ R) とおく. a < b に対して∫ b

a
f (x) dx = c(b − a)となる. 実際, f は [a, b]上連続であり,

N∑
k=1

f
(
a +

k(b − a)
N

)
b − a

N
=

N∑
k=1

c(b − a)
N

= c(b − a)

より, N → ∞とすれば,
∫ b

a
f (x) dx = c(b − a)がわかる.

例 4.34 (比例の定積分).

f : [0,1] → Rを f (x) := x (x ∈ [0,1])とおくと,
∫ 1

0
f (x) dx =

1
2
となる. 実

際, f は [0,1]上連続であり,

N∑
k=1

f
(

k
N

)
1
N
=

N∑
k=1

k
N2 =

N(N + 1)
2N2

より, N → ∞とすれば,
∫ b

a
f (x) dx =

1
2
がわかる.

例 4.35 (台形公式).
[0,1]上連続な関数 f : [0,1] → Rを考える. 区分求積法で ξk = xk のかわり

に ξk = xk−1 としたものも定積分に収束することから,∫ 1

0
f (x) dx = lim

N→∞

N∑
k=1

f
(

k
N

)
1
N
,

∫ 1

0
f (x) dx = lim

N→∞

N∑
k=1

f
(
(k − 1)

N

)
1
N
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となる. この二つを加えて, 2で割れば

(4.8)
∫ 1

0
f (x) dx = lim

N→∞

1
N

(
f (0) + f (1)

2
+

N−1∑
k=1

f
(

k
N

))
となる. (4.8)を数値積分における台形公式という.

4.4.2. 定理 4.29の証明. 関数 f : [a, b] → R と区間 [a, b] の分割 ∆ :=
{x0, x1, x2, . . . , xN }に対して

s( f ;∆) :=
N∑

k=1
inf

xk−1≤ξ≤xk
f (ξ)(xk − xk−1),

S( f ;∆) :=
N∑

k=1
sup

xk−1≤ξ≤xk
f (ξ)(xk − xk−1)

をそれぞれ f の ∆に対する不足和, 過剰和という. Riemann和 R( f ;∆, {ξk}N
k=1)

に対して

inf
xk−1≤ξ≤xk

f (ξ)(xk − xk−1) ≤ f (ξk) ≤ sup
xk−1≤ξ≤xk

f (ξ)(xk − xk−1)

だから

(4.9) s( f ;∆) ≤ R( f ;∆, {ξk}N
k=1) ≤ S( f ;∆)

となっている. このことより,あらっぽくいえば, |∆| → 0としたときに, s( f ;∆)
と S( f ;∆)が同じ極限 Sに収束することが示せればよい. まずは不足和,過剰和
に ∆に対するある種の単調性を示そう.

補題 4.36.
関数 f : [a, b] → Rに対して [a, b]の分割 ∆,∆′は, ∆の分点がすべて ∆′の

分点になっているとする. このとき

s( f ;∆) ≤ s( f ;∆′) ≤ S( f ;∆′) ≤ S( f ;∆)
が成り立つ.

証明.
(4.9)より, s( f ;∆′) ≤ S( f ;∆′)が成り立つので, s( f ;∆) ≤ s( f ;∆′)と S( f ;∆′) ≤

S( f ;∆) を示せばよい. s( f ;∆′) ≤ S( f ;∆′) を示すために, ∆ = {x0, . . . , xN } と書
くと,

∆
′ = {x0, . . . , xk−1, y

1
k, . . . , y

lk
k , xk, . . . , xN }
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とかける (ylk
k がない場合もある. なお, ylk

k の lk は添字であり,べき乗の意味で
はない). 便宜上, y0

k = xk−1, y
lk+1
k = xk とおくと

inf
xk−1≤ξ≤xk

f (ξ) ≤ inf
yl−1
k

≤ξ≤yl
k

f (ξ) (1 ≤ l ≤ lk)

だから yl
k − yl−1

k をかけて l について足しあわせると,

inf
xk−1≤ξ≤xk

f (ξ)(xk − xk−1) ≤
lk∑

l=1
inf

yl−1
k

≤ξ≤yl
k

f (ξ)(yl−1
k − yl

k)

となる. これを kについて足しあわせれば, s( f ;∆) ≤ s( f ;∆′)が示せる. S( f ;∆′) ≤
S( f ;∆)も同様である. □

次に,過剰和は分割に依らずに不足和より常に大きいことを示す. 図示する
とあたりまえのことではあるが,補題 4.36によって正当化ができる.

補題 4.37.
関数 f : [a, b] → Rと [a, b]の任意の分割 ∆,∆′に対して

s( f ;∆) ≤ S( f ;∆′)
が成り立つ.

証明.
分割 ∆と ∆′の分点をすべてあわせてできる分割 ∆′′を考えると, ∆ ,∆′の分

点はすべて ∆′′の分点になっている. 従って補題 4.36より

s( f ;∆) ≤ s( f ;∆′′) ≤ S( f ;∆′′) ≤ S( f ;∆′)
となる. □

有界な関数 f : [a, b] → Rにたいして∫ b

a
f (x) dx := sup

{
s( f ;∆) : ∆は [a, b]の分割

}
,

∫ b

a
f (x) dx := inf

{
S( f ;∆) : ∆は [a, b]の分割

}
をそれぞれ Riemann下積分, Riemann上積分という. 補題 4.37より,∫ b

a
f (x) dx ≤

∫ b

a
f (x) dx



102 4微分積分の基礎理論

がわかる. 次の補題は, f が閉区間上連続関数であるときに, Riemann下積分と
Rieman上積分が等しいことを保証するものである.

補題 4.38.
[a, b]上連続な関数 f : [a, b] → Rについて,任意の ε > 0に対して, δ > 0

が存在して, [a, b]の任意の分割 ∆に対して |∆| < δならば

0 ≤ S( f ;∆) − s( f ;∆) < ε

が成り立つ.

証明.
任意の ε > 0に対して, f は [a, b]上連続だから,とくに一様連続である (定

理 3.52)から,ある δ > 0が存在して,すべての ξ, ξ′ ∈ [a, b]に対して, |ξ − ξ′| < δ

ならば

(4.10) | f (ξ) − f (ξ′)| < ε

2(b − a)
とできる. [a, b]の任意の分割 ∆ = {x0, . . . , xN }に対して |∆| < δならば, ξ, ξ′ ∈
[xk−1, xk]について |ξ − ξ′| ≤ δ だから, (4.10)が成り立ち, ξ, ξ′ についれそれぞ
れ上限と下限をとれば

0 ≤ sup
xk−1≤ξ≤xk

f (ξ) − inf
xk−1≤ξ ′≤xk

f (ξ′) ≤ ε

2(b − a)

となる. 従って, xk − xk−1 を両辺にかけて k について足しあわせれば

0 ≤ sup
xk−1≤ξ≤xk

f (ξ)(xk − xk−1) − inf
xk−1≤ξ ′≤xk

f (ξ′)(xk − xk−1)

= S( f ;∆) − s( f ;∆) ≤ ε

2(b − a) (b − a) < ε

が得られる. □

以上の準備のもと,定理 4.29を証明しよう.

定理 4.29の証明.
Sを f の Riemann上積分とする. すなわち

S :=
∫ b

a
f (x) dx

とおく. 任意の ε > 0 に対して, δ > 0 を補題 4.38でとれる δ とする. 任意
の ∆ = {x0, x1, x2, . . . , xN } と xk−1 ≤ ξk ≤ xk をみたす任意の {ξk}N

k=1 に対して
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|∆| < δ を仮定する. 補題 4.37で ∆′について下限をとれば, s( f ;∆) ≤ Sが成り
立つ. 他方, Riemann上積分の定義より, S ≤ S( f ;∆)となるから, (4.9)とあわせ
ると

R( f ;∆, {ξk}N
k=1) − S ≤ S( f ;∆) − s( f ;∆) < ε

と
R( f ;∆, {ξk}N

k=1) − S ≥ s( f ;∆) − S( f ;∆) > −ε
より

|R( f ;∆, {ξk}N
k=1) − S | ≤ S( f ;∆) − s( f ;∆) < ε

となり, Riemann上積分を Sとおけば主張が成り立つことがわかった.
次に一意性を示す. 主張をみたす S, S′があったとする. 任意の ε > 0に対し

て, δ > 0を定理 4.29でとれるものとすると, |∆| < δをみたす ∆ = {x0, . . . , xN }
をとり, R = R( f ;∆, {xk}N

k=1)とおけば3

|S − S′| ≤ |S − R| + |R − S′| < 2ε

となるので, |S − S′| < 2ε となる. S,S′ は ε に依らないので, ε → 0 + 0とする
と S = S′がわかる. □

注意 4.39.
定理 4.29の証明で f が連続であることを用いたのは補題 4.38のみである.

つまり, 補題 4.38に類する主張が証明できれば, あとは同等の議論によって定
積分を証明することができる. 補題 4.38を導くにはRiemann上積分とRiemann
下積分が一致する,すなわち

(4.11)
∫ b

a
f (x) dx =

∫ b

a
f (x) dx

であればよい. この性質をみたす有界な関数 f : [a, b] → RをRiemann積分可
能であるという.

4.4.3. 定積分の性質. 定積分の重要な性質は線形性と順序保存性である. 積
分の線形性を述べよう.

定理 4.40 (積分の線形性).
[a, b]上連続な関数 f : [a, b] → R, g : [a, b] → Rと α, β ∈ Rに対して,

(4.12)
∫ b

a
(α f (x) + βg(x)) dx = α

∫ b

a
f (x) dx + β

∫ b

a
g(x) dx

3ξk = xk ととった.
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が成り立つ.

証明.
任意の [a, b]の分割 ∆ = {x0, . . . , xN } と xk−1 ≤ ξk ≤ xk をみたす {ξk}N

k=1 に
対して,

R(α f + βg;∆, {ξk}N
k=1) = αR( f ;∆, {ξk}N

k=1) + βR(g;∆, {ξk}N
k=1)

が成り立つ. |∆| → 0とすれば (4.12)が得られる. □

次に関数の大小関係が積分の大小関係に保存されること,すなわち,次の積
分の順序保存性を説明しよう.

定理 4.41 (積分の順序保存性).
a < bとする. [a, b]上連続な関数 f : [a, b] → R, g : [a, b] → Rがすべて

の x ∈ [a, b]に対して f (x) ≤ g(x)ならば,

(4.13)
∫ b

a
f (x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx

が成り立つ.

証明.
任意の [a, b]の分割 ∆ = {x0, . . . , xN } と xk−1 ≤ ξk ≤ xk をみたす {ξk}N

k=1 に
対して,

R( f ;∆, {ξk}N
k=1) ≤ R(g;∆, {ξk}N

k=1)
が成り立つ. |∆| → 0とすれば (4.12)が得られる. □

積分の順序保存性より,積分の三角不等式と呼ばれる次の不等式が成り立つ.

定理 4.42 (積分の三角不等式).
a < bとする. [a, b]上連続な関数 f : [a, b] → R,に対して

(4.14)
����∫ b

a
f (x) dx

���� ≤ ∫ b

a
| f (x)| dx

が成り立つ.

証明.



4.4連続関数の定積分 105

x ∈ [a, b]に対して, −| f (x)| ≤ f (x) ≤ | f (x)|となることに注意して,定理 4.41
を用いればよい. □

順序保存性について, 一変数の積分には積分の向きがあるので, a < bを仮
定する必要があった. 三角不等式については,もし, a > bならば����∫ b

a
f (x) dx

���� ≤ −
∫ b

a
| f (x)| dx

となる. このことより,次の不等式が得られる (これも三角不等式という).

定理 4.43 (積分の三角不等式).
[a, b]上連続な関数 f : [a, b] → R,に対して

(4.15)
����∫ b

a
f (x) dx

���� ≤ ����∫ b

a
| f (x)| dx

����
が成り立つ.

一変数における区間加法性を述べよう. この性質は一変数の積分に特有の
性質である.

定理 4.44 (区間加法性).
[a, b]上連続な関数 f : [a, b] → Rと a < c < bに対して

(4.16)
∫ b

a
f (x) dx =

∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx

が成り立つ.

証明.
任意の [a, c] の分割 ∆1 = {x0, . . . , xN }, [c, b] の分割 ∆2 = {y0, . . . , yM} と

xk−1 ≤ ξk ≤ xk , yl−1 ≤ ηl ≤ yl をみたす {ξk}N
k=1, {ηl}M

l=1 に対して, ∆1 ∪ ∆2 は
[a, b]の分割であり,

R( f ;∆1, {ξk}N
k=1) + R( f ;∆2, {ηl}M

l=1) = R( f ;∆1 ∪ ∆2, {ξk}N
k=1 ∪ {ηl}M

l=1)

が成り立つ. |∆1 |, |∆2 | → 0とすれば |∆1∪∆2 | → 0となり4, (4.1)が得られる. □

4正確には, |∆1 |, |∆2 | < δ のときに, |∆1 ∪ ∆2 | < δ となっていることをもとに ε-δ論法を用
いる.
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定理 4.44では, a, b, cに大小関係を仮定したが,積分の向きを考えることで,
この仮定をはずすことができる. 話を簡単にするために, R 上の連続関数につ
いて結果のみ述べよう.

定理 4.45 (区間加法性).
R上連続な関数 f : R→ Rと a, b, c ∈ Rに対して

(4.17)
∫ b

a
f (x) dx =

∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx

が成り立つ.

定理 4.45の関数 f の連続性は R全体でなく, (4.17)にの右辺の積分を考え
る区間,すなわち [a, c] ∪ [c, b]上で連続であれば十分である.
連続関数における定積分は,被積分関数のある一点の値と区間の積で表すこ

とができる. このことを述べよう.

定理 4.46 (積分平均値定理).
[a, b]上連続な関数 f : [a, b] → Rに対して, ξ0 ∈ [a, b]が存在して

(4.18)
∫ b

a
f (x) dx = f (ξ0)(b − a)

が成り立つ.

証明.
f が定数関数, すなわちある c ∈ Rが存在して, すべての x ∈ [a, b]に対し

て, f (x) = cならば, ∫ b

a
f (x) dx =

∫ b

a
c dx = c(b − a)

だから, ξ0 ∈ [a, b]は何を選んでもよい. 以下, f が定数関数でないときを考える.
f は閉区間 [a, b]上の連続関数だから, Weierstrassの最大値定理 (定理 3.47)

より最大値 M , 最小値 m が存在する. それぞれ xmax, xmin ∈ [a, b] をとって
M = f (xmax), m = f (xmin)とおくと, f は定数関数でないので, m < Mである. す
べての x ∈ [a, b]に対して, m ≤ f (x) ≤ M だから積分の順序保存性 (定理 4.41)
より

(4.19) m(b − a) ≤
∫ b

a
f (x) dx ≤ M(b − a)
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となる. どちらかの不等号が等号のときは, ξ0 = xmax, xminのどちらかをとれ
ば (4.18)は成り立つので,以下, (4.19)の不等号は等号でないとしてよい.

b − aで辺々わると

m <
1

b − a

∫ b

a
f (x) dx < M

となる. 従って,中間値の定理 (定理 3.45)が使えて,ある ξ0 ∈ [a, b]が存在して

(4.20)
1

b − a

∫ b

a
f (x) dx = f (ξ0)

とできる. よって, (4.19)が成り立つことがわかった. □

4.5. 不定積分と原始関数

定積分を区分求積法を出発点にして定義したことで,不定積分が原始関数と
は関係なく定義できる. 不定積分の「不定」とは,「区間が定まっていない」と
いう意味である. 定義を与えよう.

定義 4.47 (不定積分).
連続関数 f : [a, b] → Rと c ∈ [a, b]に対し, F : [a, b] → Rを x ∈ [a, b]に対

して

F(x) :=
∫ x

c
f (ξ) dξ

で定義する. この関数 F を f の不定積分という.

命題 4.48.
連続関数 f : [a, b] → Rに対して, F : [a, b] → Rを f の不定積分,すなわ

ち c ∈ [a, b]を一つとって

F(x) =
∫ x

c
f (ξ) dξ, (x ∈ [a, b])

とする. このとき, F は [a, b]上連続となる.

証明.
x0 ∈ [a, b]に対して

F(x) − F(x0) =
∫ x

c
f (ξ) dξ −

∫ x0

c
f (ξ) dξ =

∫ x

x0

f (ξ) dξ
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となる. 積分の平均値定理 (定理 4.46)を用いれば, ξ0 ∈ [a, b]とれて

|F(x) − F(x0)| =
����∫ x

x0

f (ξ) dξ
���� = | f (ξ0)| |x − x0 |

とできる. f は閉区間 [a, b]上連続だからWeierstrassの最大値定理 (定理 3.47)
より有界となるので, | f (ξ0)| は無限大に発散しない. よって, x → x0 とすれば
F(x) → f (x0)となることがわかった. □

注意 4.49.
上端と下端のない積分記号

∫
f (x) dxは原始関数と呼ぶのが正確である. 不

定積分は,高校数学では「定積分で表された関数」と呼んでいたものの一つで
ある.

この章の目標である,微分積分学の基本定理の核となる,不定積分の導関数
が被積分関数に一致することを述べよう.

定理 4.50.
連続関数 f : [a, b] → Rに対して, F : [a, b] → Rを f の不定積分,すなわ

ち c ∈ [a, b]を一つとって

F(x) =
∫ x

c
f (ξ) dξ, (x ∈ [a, b])

とする. このとき,すべての x ∈ (a, b)に対して F は x で微分可能であり,

(4.21) F′(x) = d
dx

(∫ x

c
f (ξ) dξ

)
= f (x)

となる.

証明.
示せばよいことは lim

y→x

F(y) − F(x)
y − x

= f (x)である. y = x + hとおきかえて

lim
h→0

F(x + h) − F(x)
h

= f (x)を示す.

h ∈ Rに対して,積分の向きと区間加法性を用いれば

F(x + h) − F(x) =
∫ x+h

c
f (ξ) dξ −

∫ x

c
f (ξ) dξ =

∫ x+h

x
f (ξ) dξ



4.5不定積分と原始関数 109

となる. 次に

f (x) = f (x)
h

∫ x+h

x
dξ =

1
h

∫ x+h

x
f (x) dξ

と書くと,積分の三角不等式により����F(x + h) − F(x)
h

− f (x)
���� = ����1h ∫ x+h

x
f (ξ) dξ − 1

h

∫ x+h

x
f (x) dξ

����
=

1
|h|

����∫ x+h

x
( f (ξ) − f (x)) dξ

����
≤ 1

|h|

����∫ x+h

x
| f (ξ) − f (x)| dξ

����
(4.22)

となる.
さて, f は x で連続だから, 任意の ε > 0 に対して, ある δ > 0が存在して,

すべての ξ ∈ [a, b]に対して, |ξ − x | < δ ならば, | f (ξ) − f (x)| < ε が成り立つ.
従って, h ∈ R \ {0}が 0 < |h| < δならば, (4.22)より����F(x + h) − F(x)

h
− f (x)

���� ≤ 1
|h|

����∫ x+h

x
| f (ξ) − f (x)| dξ

���� ≤ 1
|h|

����∫ x+h

x
ε dξ

���� = ε
となる. よって, lim

h→0

F(x + h) − F(x)
h

= f (x)となるので, F′(x) = f (x)が成り立
つ. □

注意 4.51.
定理 4.50は f が連続でないと成り立たない. 実際に H : [−1,1] → Rを

H(x) :=

{
−1 −1 ≤ x ≤ 0
1 0 < x ≤ 1

により定めると H は x = 0で連続でない. −1 ≤ x ≤ 0のとき∫ x

−1
H(ξ) dξ = −

∫ x

−1
dξ = −1 − x

であり, 0 < x ≤ 1のとき∫ x

−1
H(ξ) dξ = −

∫ 0

−1
dξ +

∫ x

0
H(ξ) dξ = −1 + x

となるので, ∫ x

−1
H(ξ) dξ = −1 + |x |

である. 従って, H の不定積分は x = 0で微分できないことがわかる.
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原始関数は定数の差を除いて一意であることを定理 4.25で述べた. 定理 4.50
は, 閉区間 [a, b]上の連続関数 f : [a, b] → Rに対して, 不定積分が原始関数で
あることを主張しているので,組み合わせて次がわかる.

定理 4.52.
連続関数 f : [a, b] → Rに対して, f は (a, b)における原始関数を持つ. さ

らに, c ∈ [a, b]を一つとると, [a, b]上連続, (a, b)上微分可能となる f の原始
関数 F は

(4.23) F(x) =
∫ x

c
f (ξ) dξ + C

と書ける. ただし, Cは定数である.

高校数学において,不定積分と原始関数が同じ意味で扱われていたのは,原
始関数と不定積分が定数 (積分定数と呼んでいたもの)の差を除いて一意だった
ことによる. 次の定理により,高校数学で学んだように,定積分を原始関数の差
として表すことができる.

定理 4.53.
連続関数 f : [a, b] → Rに対して, F を [a, b]上連続, (a, b)上微分可能とな

る f の原始関数の一つとすると,

(4.24)
∫ b

a
f (ξ) dξ = F(b) − F(a) =: [F(x)]ba

となる.

証明.
定理 4.52を用いると, c ∈ [a, b]と定数 C を用いて

F(x) =
∫ x

c
f (ξ) dξ + C
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と書ける. よって

F(b) − F(a) =
(∫ b

c
f (ξ) dξ + C

)
−

(∫ a

c
f (ξ) dξ + C

)
=

∫ b

c
f (ξ) dξ −

∫ a

c
f (ξ) dξ

=

∫ b

c
f (ξ) dξ +

∫ c

a
f (ξ) dξ =

∫ b

a
f (ξ) dξ

が得られる. □

定理 4.53から微分積分学の基本定理を導こう. (a, b) 上微分可能な関数
f : (a, b) → R に対して lim

x→a+0
f ′(x) と lim

x→b−0
f ′(x)がそれぞれ存在するとき, f

の導関数
df
dx
は [a, b]上に連続拡張できるといい,

df
dx

(a) := lim
x→a+0

f ′(x), df
dx

(b) := lim
x→b−0

f ′(x)

と定める. このとき,
df
dx
の (a, b)における原始関数は f で与えられることに注

意すると,次の微分積分学の基本定理が得られる.

定理 4.54 (微分積分学の基本定理).
f : [a, b] → Rは閉区間 [a, b]上連続, (a, b)上微分可能であるとし, f の導

関数
df
dx
は [a, b]上に連続拡張できるとする. このとき,

(4.25)
∫ b

a
f ′(x) dx =

∫ b

a

df
dx

(x) dx = f (b) − f (a)

が成り立つ.

応用上は f ∈ C1(α, β)と α < a < b < βに対して

(4.26)
∫ b

a
f ′(x) dx =

∫ b

a

df
dx

(x) dx = f (b) − f (a)

の形で微分積分学の基本定理を用いることが多い.

4.6. 不連続関数に対する定積分 : Riemann積分

4.4節では連続関数に対する定積分を定義した. 実際には連続でない関数に
ついても定積分を定義することができる. Riemann上積分・下積分を用いる方
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法とRiemann和の極限を用いる方法がある. Riemann上積分・下積分を用いた
方法で定義を与えよう.

定義 4.55 (Riemann積分).

有界な関数 f : [a, b] → R に対して
∫ b

a
f (x) dx =

∫ b

a
f (x) dx のとき, f は

[a, b]上Riemann積分可能であるといい,∫ b

a
f (x) dx :=

∫ b

a
f (x) dx =

∫ b

a
f (x) dx

と定める.

Riemann和との関係は次のDarbouxの定理による.

定理 4.56 (Darboux).
有界な関数 f : [a, b] → Rについて,任意の ε > 0に対して, δ > 0が存在

して, [a, b]の任意の分割 ∆ = {x0, . . . , xn}に対して |∆| < δならば∫ b

a
f (x) dx − ε < s( f ;∆),

∫ b

a
f (x) dx + ε > S( f ;∆)

が成り立つ.

定理 4.56の証明.
M := sup

a≤x≤b
| f (x)| とおく.

1. 任意の ε > 0に対し,ある分割 ∆ε = {y0, . . . , ym} ⊂ [a, b]が存在して∫ b

a
f (x) dx − ε < s( f ;∆ε)

とできる. d := min
k=1,...,n

yk − yk−1 として, δ := min{d, ε
2mM }とおく.

2. [a, b]上の任意の分割 ∆に対して,∫ b

a
f (x) dx − 2ε < s( f ;∆ε)

を示す. そのために,
s( f ;∆ ∪ ∆ε) − s( f ;∆) < ε

を示す.



4.6不連続関数に対する定積分 : Riemann積分 113

3. 任意の yk ∈ ∆ε に対して, ある zl ∈ ∆が存在して, zl−1 ≤ yk ≤ zl とでき
る. y ∈ ∆ε が y , yk ならば |yk − y | ≥ d と |zl − zl−1 | < d より zl−1 ≤ yk ≤ zl と
はならない. つまり, 上でとれる zl ∈ ∆は yk ∈ ∆ε によってすべて異なってい
る. さて s∆∪∆ε ( f ) − s∆( f )を考えると(

inf
zl−1≤x≤yk

f (x)(yk − zl−1) inf
yk≤x≤zl

f (x)(zl − yk)
)
− inf

zl−1
f (x)(zl − zl−1)

≤ 2M(zl − zl−1) ≤ 2M |∆|

となるから, k について和を取ることで (zl ∈ ∆は yk ∈ ∆ε も用いることで)

s( f ;∆ ∪ ∆ε) − s( f ;∆) ≤ 2Mm|∆| < ε

が得られる.
4. 他方,分割の定義より

s( f ;∆ ∪ ∆ε) ≥ s( f ;∆ε) >
∫ b

a
f (x) dx − 2ε

だから,
s( f ;∆) = s( f ;∆) − s( f ;∆ ∪ ∆ε) + s( f : ∆ ∪ ∆ε)

≥ −ε +
∫ b

a
f (x) dx − 2ε − ε

=

∫ b

a
f (x) dx − 2ε − 2ε

が得られる. Riemann上積分についても同様の議論で得られる. □

(4.9)と定理 4.56によれば, 有界な関数 f : [a, b] → R と [a, b] の分割 ∆ =
{x0, . . . , xN }, xk−1 ≤ ξk ≤ xk をみたす {ξk}N

k=1,任意の ε > 0に対して |∆| < δな
らば ∫ b

a
f (x) dx − ε < R( f ;∆, {ξk}N

k=1) <
∫ b

a
f (x) dx + ε

が成り立つ. 従って, f が Riemann積分可能であれば S :=
∫ b

a
f (x) dx と定め

ると
|R( f ;∆, {ξk}N

k=1) − S | < ε

となる. 逆に有界な関数 f : [a, b] → Rはある S ∈ Rが存在して, 任意の [a, b]
の分割 ∆ = {x0, . . . , xN } と xk−1 ≤ ξk ≤ xk をみたす {ξk}N

k=1,任意の ε > 0に対
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して |∆| < δならば |R( f ;∆, {ξk}N
k=1) − S | < εをみたすとする. Riemann上積分・

下積分の定義,ならびに過剰和の定義を用いれば, xk−1 ≤ ξk ≤ xk をみたすある
{ξk}N

k=1がとれて∫ b

a
f (x) dx ≤ S( f ;∆) < R( f ;∆, {ξk}N

k=1) + ε < S + 2ε

が成り立つ. 同様にして ∫ b

a
f (x) dx > S − 2ε

も得られるので, ε → 0とすることで f がRiemann積分可能であることがわか
る. まとめて,次を得る.

定理 4.57.
有界な関数 f : [a, b] → Rが Riemann積分可能であることと,次をみたす

実数 S ∈ R が一意に定まることは同値である: 任意の ε > 0 に対して, ある
δ > 0が存在して,任意の [a, b]の分割∆ = {x0, x1, x2, . . . , xN }と xk−1 ≤ ξk ≤ xk

をみたす任意の {ξk}N
k=1 に対して |∆| < δ ならば |R( f ;∆, {ξk}N

k=1) − S | < εが
成り立つ.

定積分の性質のうち,線形性,順序保存性,三角不等式や区間加法性はそっく
りそのまま成立する. 他方で,積分の平均値定理 (定理 4.46)と不定積分が原始
関数になること (定理 4.50)は被積分関数の連続性が必要である. これらの詳細
はここでは述べないことにするが,各自で証明を試みよ.

4.6.1. Riemann積分可能性と振動量. 有界な関数が Riemann積分可能かど
うかを調べるために,次の振動量なるものを定義しよう.

定義 4.58 (振動量).
f : [a, b] → Rと A ⊂ [a, b]に対して,

osc
x∈A

f (x) := sup
x,x′∈A

| f (x) − f (x′)|

を Aにおける f の振動量という.

命題 4.59.
有界な関数 f : [a, b] → Rについて,任意の ε > 0に対して, [a, b]の分割∆
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が存在して
n∑

k=1
osc

xk−1≤x≤xk
f (x)(xk − xk−1) < ε

とできるならば, f は Riemann積分可能である.

証明.
任意の ε > 0に対して,仮定で取れる∆ = {x0, . . . , xn}をとると, Riemann上

積分,下積分の定義より

0 <
∫ b

a
f (x) dx −

∫ b

a
f (x) dx

≤
n∑

k=1
sup

xk−1≤x≤xk
f (x)(xk − xk−1) −

n∑
k=1

inf
xk−1≤x≤xk

f (x)(xk − xk−1)

< ε

(4.27)

となる. (4.27)の左辺は εに依らないので ε ↓ 0とすると∫ b

a
f (x) dx −

∫ b

a
f (x) dx = 0

がわかる. □

定理 4.60.
f : [a, b] → Rが有界で単調減少 (単調増加)ならば, f はRiemann積分可能

である.

証明.
f が単調減少のときに示す. f が定数関数のときは明らかなので,定数関数

ではないとし, M := f (a) − f (b)とおくと, f が単調減少なので, M > 0となる.

任意の ε > 0に対して, N ∈ Nを M(b − a)
N

< εとなるようにとる.

∆ := {x0 = a, x1 = a +
1
N
(b − a), x2 = a +

2
N
(b − a), . . . ,

xk = a +
k
N
(b − a), . . . , xN = b}
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を [a, b]の分割とすると, |∆| = 1
N
(b − a)であり, f が単調減少であることから

osc
xk−1≤x≤xk

f (x) = f (xk−1) − f (xk)となるので
n∑

k=1
osc

xk−1≤x≤xk
f (x)(xk − xk−1) ≤ |∆|

n∑
k=1

( f (xk−1) − f (xk))

=
b − a

N
( f (a) − f (b)) < ε

が得られる. 命題 4.59より f は Riemann積分可能である. □

最後に,関数の積,絶対値についてのRiemann積分可能性に言及しておこう.

定理 4.61.
有界な関数 f : [a, b] → R, g : [a, b] → Rは Riemann積分可能であるとす

る. このとき,次が成り立つ.
(1) f gは Riemann積分可能である.
(2) | f | は Riemann積分可能である.

注意 4.62.
定理 4.61の (2)の逆にあたる主張「| f | は Riemann積分可能ならば, f は

Riemann積分可能」は一般に成り立たない. 例えば, f : [0,1] → Rを

f (x) :=

{
1 x ∈ [0,1] ∩ Q
−1 x ∈ [0,1] ∩ (R \ Q)

とすると, x ∈ [0,1]に対して | f (x)| = 1となるから, | f | は [0,1]上 Riemann積
分可能となるが, f は Riemann積分可能とはならない.
この事実に対して, Riemann積分可能を Lebesgue積分にかえた主張「| f |は

Lebesgue積分可能ならば, f は Lebesgue積分可能」は成立することが知られて
いる.

定理 4.61の証明のために,命題 4.59の逆を示す. すなわち

命題 4.63.
有界な関数 f : [a, b] → R は Riemann積分可能であるとする. このとき,

任意の ε > 0に対して, [a, b]の分割 ∆ = {x0, . . . , xn}が存在して
n∑

k=1
osc

xk−1≤x≤xk
f (x)(xk − xk−1) < ε
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とできる.

証明.
Riemann上積分,下積分の仮定と分割の性質より,任意の ε > 0に対して, I

上の分割 ∆, ∆′が存在して∫ b

a
f (x) dx − ε

2
< s∆( f ) ≤ s∆∪∆′( f )∫ b

a
f (x) dx +

ε

2
> S∆′( f ) ≥ S∆∪∆′( f )

がなりたつ. ∆ ∪ ∆′ = {x0, . . . , xn}と書くと, f が Riemann積分可能より
n∑

k=1
osc

xk−1≤x≤xk
f (x)(xk − xk−1) = S∆∪∆′( f ) − s∆∪∆′( f )

≤
∫ b

a
f (x) dx −

∫ b

a
f (x) dx + ε = ε

となる. □

命題 4.64.
f : I → R, g : I → Rが有界ならば, J ⊂ I に対して

(4.28) osc
J
( f g) ≤ sup

J
| f | osc

J
g + sup

J
|g | osc

J
f

が成り立つ.

証明.
任意の x, y ∈ J に対して

| f (x)g(x) − f (y)g(y)| ≤ | f (x)| |g(x) − g(y)| + |g(y)| | f (x) − f (y)|
≤ sup

J
| f | osc

J
(g) + sup

J
|g | osc

J
( f )

が成り立つ. x, y ∈ J について上限をとれば (4.28)が得られる. □
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命題 4.65.
x1 < x2 < x3 と f : [x1, x3] → Rに対して

(4.29) osc
x1≤x≤x2

( f (x))(x2 − x1) + osc
x2≤x≤x3

( f (x))(x3 − x2) ≤ osc
x1≤x≤x3

( f (x))(x3 − x1)

が成り立つ.

証明.
任意の x1 ≤ ξ1, ξ2 ≤ x2 ≤ η1, η2 ≤ x3 に対して

| f (ξ1) − f (ξ2)|(x2 − x1) + | f (η1) − f (η2)|(x3 − x2)
≤ osc

x1≤x≤x3
( f (x))(x2 − x1) + osc

x1≤x≤x3
( f (x))(x3 − x2) ≤ osc

x1≤x≤x3
( f (x))(x3 − x1)

が成り立つ. x1 ≤ ξ1, ξ2 ≤ x2, x2 ≤ η1, η2 ≤ x3について上限をとれば (4.29)が成
り立つ. □

命題 4.65から, 特に I 上の分割 ∆, ∆′ に対して ∆ = {x0, . . . , xn}, ∆ ∪ ∆′ =
{y0, . . . , ym}と書くと

m∑
l=1

osc
yl−1≤y≤yl

f (y)(yl − yl−1) ≤
n∑

k=1
osc

xk−1≤x≤xk
f (x)(xk − xk−1)

となることに注意しよう. つまり, ∆での振動量の和よりも ∆ ∪ ∆′ での振動量
の和は小さくなる.

定理 4.61の証明.
1. f g が I 上 Riemann積分可能であることを示す. f ≡ 0または g ≡ 0 の

ときは, f g ≡ 0 となるので自明である. そこで, f , g . 0 とする. 任意の ε > 0
に対して, f , g は I 上 Riemann積分可能だから,命題 4.63よりある I 上の分割
∆ = {x0, . . . , xn}, ∆′ = {x′0, . . . , x

′
m}が存在して

n∑
k=1

osc
xk−1≤x≤xk

f (x)(xk − xk−1) <
ε

2 supI |g |
,

m∑
l=1

osc
x′
l−1≤x≤x′

l

g(x)(x′l − x′l−1) <
ε

2 supI | f |
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とできる. ∆ ∪ ∆′ = {y0, . . . , yl}と書くと命題 4.65より

l∑
k=1

osc
yk−1≤y≤yk

f (y)(yk − yk−1) ≤
n∑

k=1
osc

xk−1≤x≤xk
f (x)(xk − xk−1),

l∑
k=1

osc
yk−1≤y≤yk

g(y)(yk − yk−1) ≤
m∑

l=1
osc

x′
l−1≤x≤x′

l

g(x)(x′l − x′l−1)

だから命題 4.64より

l∑
k=1

osc
yk−1≤y≤yk

( f (y)g(y))(yk − yk−1)

≤
l∑

k=1

(
sup

yk−1≤y≤yk
|g(y)| osc

yk−1≤y≤yk
( f (y))(yk − yk−1)

+ sup
yk−1≤y≤yk

|g(y)| osc
yk−1≤y≤yk

( f (y))(yk − yk−1)
)

≤ sup
I

|g |
l∑

k=1
osc

yk−1≤y≤yk
( f (y))(yk − yk−1)

+ sup
I

| f |
l∑

k=1
osc

yk−1≤y≤yk
(g(y))(yk − yk−1)

≤ sup
I

|g |
n∑

k=1
osc

xk−1≤x≤xk
f (x)(xk − xk−1),

+ sup
I

| f |
m∑

l=1
osc

x′
l−1≤x≤x′

l

g(x)(x′l − x′l−1)

<
ε

2
+
ε

2
= ε

となる. よって,命題 4.59より f gは I 上積分可能となる.
2. | f | が I 上Riemann積分可能であることを示す. ε > 0に対して f は I 上

Riemann積分可能だから,命題 4.63よりある I 上の分割 ∆ = {x0, . . . , xn},が存
在して

n∑
k=1

osc
xk−1≤x≤xk

f (x)(xk − xk−1) < ε
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とできる. 任意の xk−1 ≤ ξ, η ≤ xk に対して三角不等式より��| f (ξ)| − | f (η)|
�� ≤ | f (ξ) − f (η)| ≤ osc

xk−1≤x≤xk
f (x)

だから
n∑

k=1
osc

xk−1≤x≤xk
| f (x)|(xk − xk−1) ≤

n∑
k=1

osc
xk−1≤x≤xk

f (x)(xk − xk−1) < ε

となる. よって,命題 4.59より | f | は I 上積分可能となる. □



第 5 章

微分積分の展開

この章では,高校で学んだ微分積分の知識をさらに広げて, Taylorの定理と
Taylor展開, de l’Hospitalの定理と広義積分を論ずる. 関数を多項式を用いて解
析することや,非有界な関数を積分を通じて理解することなど,関数をどのよう
に解析するかの基礎となる内容である.

5.1. 高階導関数

Taylorの定理を述べるために,導関数をさらに微分することを考えよう.

定義 5.1.
(a, b)上微分可能な関数 f : (a, b) → Rの導関数 df

dx
が x0 ∈ (a, b)で微分可能

なとき,

f ′′(x0) := lim
x→x0

df
dx (x) −

df
dx (x0)

x − x0
= lim

h→0

df
dx (x0 + h) − df

dx (x0)
h

とかく. f ′′(x0)を f の x0における第 2次微分係数という. また,
df
dx
が (a, b)上

微分可能なとき, x ∈ (a, b)に対し
d2 f
dx2 (x) := f ′′(x)

と書く.
d2 f
dx2 : (a, b) → Rを f の 2階導関数という.

3次微分係数, 3階導関数なども同様にして定義する. 以下, n ∈ Nに対して

Cn(a, b) :=
{

f : (a, b) → R, f は (a, b)上 n回微分可能,
dn f
dxnは (a, b)上連続

}
と書く. また, f : (a, b) → Rの x0 ∈ (a, b)における n次微分係数を f (n)(x0)と
書くことがある.

121
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例 5.2 (多項式の高階導関数).
m,n ∈ Nに対して,

(5.1)
dn

dxn xm = m(m − 1) · · · (m − n + 1)xm−n

となる, n > mのときは, (5.1)の右辺の因子に 0があることに注意せよ.

例 5.3 (指数関数の高階導関数).
a ∈ Rと n ∈ Nに対して,

(5.2)
dn

dxn eax = aneax

となる,

例 5.4 (三角関数の高階導関数).
sin′ x = cos x = sin

(
x +

π

2

)
, cos′ x = − sin x = cos

(
x +

π

2

)
に注意すると,

n ∈ Nに対して,

(5.3)
dn

dxn sin x = sin
(
x +

nπ
2

)
,

dn

dxn cos x = cos
(
x +

nπ
2

)
となる,

次の公式は,積の微分公式を高階導関数に一般化したものである.

定理 5.5 (Leibnizの公式).
f , g : (a, b) → Rはともに n階導関数を持つとする. このとき x ∈ (a, b)に

対して

(5.4) ( f g)(n)(x) =
n∑

k=0
nCk f (n−k)(x)g(k)(x)

が成り立つ.

注意 5.6.

公式 5.4と二項定理 (a + b)n =
n∑

k=0
nCkan−k bk の類似性に注意せよ.

定理 5.5の証明.
nに関する帰納法で示す. n = 1のときは積の微分公式そのものである.
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n − 1に対して (5.4)が成り立つとする. すなわち

( f g)(n−1)(x) =
n−1∑
k=0

n−1Ck f (n−1−k)(x)g(k)(x)

が成り立つとする. このとき,両辺を微分すると

( f g)(n)(x) =
n−1∑
k=0

n−1Ck( f (n−k)(x)g(k)(x) + f (n−1−k)(x)g(k+1)(x))

=

n−1∑
k=0

n−1Ck f (n−k)(x)g(k)(x) +
n∑

k=1
n−1Ck−1 f (n−k)(x)g(k)(x)

= n−1C0 f (n)(x)g(0)(x) +
n−1∑
k=1

(n−1Ck + n−1Ck−1) f (n−k)(x)g(k)(x)

+ n−1Cn−1 f (0)(x)g(n)(x)

となる. n−1C0 = nC0 = 1, n−1Cn−1 = nCn = 1と組み合わせの公式

n−1Ck + n−1Ck−1 = nCk

を用いれば1, (5.4)が示される.
□

一般に, 高階導関数を求めることは簡単ではない. 他方で, 高階導関数を陽
的に書くことはできなくとも,必要な性質がわかることもある.

例 5.7 (Hermiteの多項式).
n ∈ N ∪ {0}に対して

(5.5)
dn

dxn e−x2
= Pn(x)e−x2

と書ける. ここで, Pn は n次多項式となる. Hn(x) := (−1)nPn(x)をHermiteの
多項式という. (5.5)より

(5.6) H(x) = (−1)nex2 dn

dxn e−x2

が成り立つ.

1いろいろな証明があるが, (1 + x)n = (1 + x)(1 + x)n−1 を使うのが簡単



124 5微分積分の展開

(5.5)の証明.
n に関する帰納法を用いる. n = 0 のとき, P0(x) = 1 となり, 0次多項式で

ある.
n − 1で (5.5)が成り立っており, Pn−1 が n − 1次多項式であるとする. (5.5)

を両辺微分すると

dn

dxn e−x2
= P′

n−1(x)e−x2
+ Pn−1(x)(−2x)e−x2

= (P′
n−1(x) − 2xPn−1(x))e−x2

となる. Pn(x) = P′
n−1(x) − 2xPn−1(x)は n次多項式だから, (5.5)は nのときも成

り立つ. □

5.2. Taylorの定理

Taylorの定理は (1.15)で紹介したが,再掲するとともに,証明を述べること
にしよう.

定理 5.8 (Taylorの定理).
n ∈ Nと f ∈ Cn(a, b), x0 ∈ (a, b), x ∈ (a, b)に対して

f (x) = f (x0)
0!
+

f ′(x0)
1!

(x − x0) +
f ′′(x0)

2!
(x − x0)2 + · · ·

+
f (n−1)(x0)
(n − 1)! (x − x0)n−1 +

1
(n − 1)!

∫ x

x0

(x − t)n−1 f (n)(t) dt
(5.7)

が成り立つ.

証明.
nに関する帰納法で示す. n = 1のときは微分積分学の基本定理より

f (x) − f (x0) =
∫ x

x0

f ′(t) dt =
1
0!

∫ x

x0

(x − t)0 f (1)(t) dt

より (5.7)が成り立つことがわかる.
n − 1で (5.7)が成り立つとする. (5.7)が nの時に成り立つことを示すには

1
(n − 2)!

∫ x

x0

(x − t)n−2 f (n−1)(t) dt

=
f (n−1)(x0)
(n − 1)! (x − x0)n−1 +

1
(n − 1)!

∫ x

x0

(x − t)n−1 f (n)(t) dt
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を示せば十分である. このために,左辺に部分積分を行うと
1

(n − 2)!

∫ x

x0

(x − t)n−2 f (n−1)(t) dt

=
1

(n − 2)!

∫ x

x0

(
−(x − t)n−1

n − 1

)
t

f (n−1)(t) dt

= − 1
(n − 1)!

[
(x − t)n−1 f (n−1)(t)

] x

t=x0
+

1
(n − 1)!

∫ x

x0

(x − t)n−1 f (n)(t) dt

= − f (n−1)(x0)
(n − 1)! (x − x0)n−1 +

1
(n − 1)!

∫ x

x0

(x − t)n−1 f (n)(t) dt

となるので, (5.7)が nのときも成り立つことがわかった. □

(5.7)の右辺の最後の項の積分は, このままの形で使うのではなく, x → x0
としたときにどうなるかがわかっていれば十分なことが多い. 実際に次が成り
立つ.

定理 5.9 (Taylor展開と剰余項).
n ∈ Nと f ∈ Cn(a, b), x0 ∈ (a, b), x ∈ (a, b)に対して

f (x) = f (x0)
0!
+

f ′(x0)
1!

(x − x0) +
f ′′(x0)

2!
(x − x0)2 + · · ·

+
f (n−1)(x0)
(n − 1)! (x − x0)n−1 +

f (n)(x0)
n!

(x − x0)n + Rn(x; x0)(x − x0)n
(5.8)

と書くと Rn(x; x0) → 0 (x → x0)が成り立つ.

証明.
Taylorの定理 (定理 5.8)から, x → x0 としたときに

(5.9)
���� 1
(n − 1)!

∫ x

x0

(x − t)n−1

(x − x0)n
f (n)(t) dt − f (n)(x0)

n!

���� → 0

を示せばよい.
∫ x

x0

(x − t)n−1 dt =
1
n
(x − x0)n に注意すると���� 1

(n − 1)!

∫ x

x0

(x − t)n−1

(x − x0)n
f (n)(t) dt − f (n)(x0)

n!

����
=

1
(n − 1)!|x − x0 |n

����∫ x

x0

(x − t)n−1( f (n)(t) − f (n)(x0)) dt
����
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となる. f (n) は x = x0 で連続だから,任意の ε > 0に対して, δ > 0が存在して,
すべての t ∈ (a, b)に対して, |t − x0 | < δならば | f (n)(t) − f (n)(x0)| < εが成り立
つ. x ∈ (a, b)が |x − x0 | < δ ならば, x と x0 の間の t に対して |t − x0 | < δ であ
り,積分の三角不等式により

1
|x − x0 |n

����∫ x

x0

(x − t)n−1( f (n)(t) − f (n)(x0)) dt
����

≤ 1
|x − x0 |n

����∫ x

x0

|x − t |n−1 | f (n)(t) − f (n)(x0)| dt
����

≤ ε

|x − x0 |n

����∫ x

x0

|x − t |n−1 dt
���� = ε

n

が得られる. よって, (5.9)が成り立つ. □

x0 = 0のときの Taylorの定理は特に重要である. 系としてまとめておこう.

系 5.10 (Taylor-Maclaurin展開と剰余項).
n ∈ N, f ∈ Cn(−1,1), x ∈ (−1,1)に対して

f (x) = f (0)
0!
+

f ′(0)
1!

x +
f ′′(0)
2!

x2 + · · · + f (n)(0)
n!

xn + Rn(x)xn

と書くと Rn(x) → 0 (x → 0)が成り立つ.

例 5.11 (指数関数の Taylor-Maclaurin展開と剰余項).
f : R → Rを f (x) := ex (x ∈ R)で定める. (5.2)によると, n ∈ Nに対して,

f (n)(0) = 1だから系 5.10より

(5.10) ex = 1 + x +
1
2!

x2 + · · · + 1
n!

xn + Rn(x)xn

と書いたときに Rn(x) → 0 (x → 0)となる.

例 5.12 (三角関数の Taylor-Maclaurin展開と剰余項).
f , g : R→ Rを f (x) := sin x, g(x) := cos x (x ∈ R)で定める. (5.3)によると,

n ∈ Nに対して,

f (n)(0) = sin
(n
2
π
)
=

{
(−1)k, (n = 2k + 1, k = 0,1,2, . . .),
0, (n = 2k, k = 0,1,2, . . .),

,

g(n)(0) = cos
(n
2
π
)
=

{
(−1)k, (n = 2k, k = 0,1,2, . . .),
0, (n = 2k + 1, k = 0,1,2, . . .),
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だから系 5.10より

sin x = x − 1
3!

x3 +
1
5!

x5 − 1
7!

x7 + · · · + (−1)k

(2k + 1)! x2k+1 + R2k+1(x)x2k+1,

cos x = 1 − 1
2!

x2 +
1
4!

x4 − 1
6!

x6 + · · · + (−1)k

(2k)! x2k + R2k(x)x2k
(5.11)

と書いたときに R2k+1(x),R2k(x) → 0 (x → 0)となる.

例 5.13 (対数関数の Taylor-Maclaurin展開と剰余項).
f : R → R を f (x) := log(1 + x) (x ∈ R) で定める. n ∈ N に対して,

f (n)(x) = (−1)n−1(n − 1)!(1 + x)−n となるから, f (n)(0) = (−1)n−1(n − 1)! となる.
f (0) = 0もあわせると系 5.10より

(5.12) log(1 + x) = x − 1
2

x2 +
1
3

x3 − 1
4

x4 + · · · + (−1)n−1

n
xn + Rn(x)xn

と書いたときに Rn(x) → 0 (x → 0)となる.
ところで,

f ′(x) = 1
1 + x

=

∞∑
n=0

(−1)nxn

となる. 両辺 x で積分すると,形式的に級数と積分を交換することで

f (x) − f (0) =
∞∑

n=0

(−1)n
n + 1

xn+1

すなわち

log(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
xn = x − 1

2
x2 +

1
3

x3 − 1
4

x4 + · · · + (−1)n−1

n
xn + · · ·

となっている.

例 5.14.
lim
x→0

x − sin x
x3 =

1
6
となる.

証明.
(5.11)によれば sin x = x − 1

6
x3 + R3(x)x3 と書くと, R3(x) → 0 (x → 0)と

なる. 従って

x − sin x
x3 =

x − (x − 1
6 x3 + R3(x)x3)

x3 =
1
6
− R3(x) →

1
6

(x → 0)

がわかる. □
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例 5.15.

lim
x→0

log(1 + x) − x + x2

2
x − sin x

= 2となる.

証明.
(5.11) と (5.12)によれば sin x = x − 1

6
x3 + R1

3(x)x3, log(1 + x) = x − 1
2

x2 +

1
3

x3 + R2
3(x)x3 と書くと, R1

3(x),R2
3(x) → 0 (x → 0)となる. 従って

log(1 + x) − x + x2

2
x − sin x

=
(x − 1

2 x2 + 1
3 x3 + R2

3(x)x3) − x + x2

2

x − (x − 1
6 x3 + R1

3(x)x3)

=

1
3 x3 + R2

3(x)x3

1
6 x3 − R1

3(x)x3
=

2 + 6R2
3(x)

1 − 6R1
3(x)

→ 2 (x → 0)

がわかる. □

5.3. 凸関数

2階導関数の符号によって,関数が上に凸,下に凸であることを議論した. し
かしながら,凸であることは元来,微分とは関係なく定義することができる.

定義 5.16 (凸関数).
f : [a, b] → Rが [a, b]上凸関数であるとは,任意の x1, x2 ∈ [a, b]と0 < λ < 1

に対して

(5.13) f (λx1 + (1 − λ)x2) ≤ λ f (x1) + (1 − λ) f (x2)
が成り立つことをいう.

λx1+(1−λ)x2は x1, x2を 1−λ : λに内分する点である. λ f (x1)+(1−λ) f (x2)は
f (x1), f (x2)を1−λ : λに内分する点である. (5.13)はグラフを書くと, (x1, f (x1)),
(x2, f (x2))を結ぶ線分がグラフ y = f (x)の上側にあるということである.
関数 f が凸関数であるための必要十分条件を与えよう.

命題 5.17.
f : [a, b] → Rが [a, b]上凸関数であるための必要十分条件は, x1 < u < x2

をみたす任意の x1, x2,u ∈ [a, b]に対して

(5.14)
f (u) − f (x1)

u − x1
≤ f (x2) − f (u)

x2 − u

が成り立つことである.
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注意 5.18.
(5.14)は (x1, f (x1)), (u. f (u))を結ぶ線分の傾きが (u. f (u)), (x2, f (x2))を結ぶ

線分の傾きより小さくなることを主張している. さらに (5.14)を

(5.15) f (x2) ≥
f (u) − f (x1)

u − x1
(x2 − u) + f (u)

と変形して,右辺を x2を独立変数とみなせば (x1, f (x1)), (u. f (u))を通る直線に
なるから, u < x < x2において,グラフ y = f (x)が (x1, f (x1)), (u. f (u))を通る直
線の上側にあることを意味する.

証明.
f を [a, b] 上の凸関数とする. x1 < u < x2 をみたす任意の x1, x2,u ∈ [a, b]

に対して, ある 0 < λ < 1 が存在して, u = λx1 + (1 − λ)x2 と書ける. 実際に
λ =

u − x2
x1 − x2

と書けばよい. 凸関数の定義より

0 ≤ λ( f (x1) − f (u)) + (1 − λ)( f (x2) − f (u))

だから
f (u) − f (x1)

1 − λ ≤ f (x2) − f (u)
λ

となる. λ =
u − x2
x1 − x2

を代入すれば (5.14)が得られる.

逆に x1 < u < x2 をみたす任意の x1, x2,u ∈ [a, b] に対して (5.14)が成り立
つとする. x1, x2 ∈ [a, b] に対して, x1 < x2 と仮定してよい (x2 < x1 ならば, x1
と x2 を入れ替えればよい). 0 < λ < 1に対して u = λx1 + (1 − λ)x2とおいて,
(5.14)に代入すれば, (5.13)が得られる. □

関数が微分可能なとき,凸関数であるための同値条件を導関数を用いて記述
することができる.

定理 5.19.
f ∈ C([a, b]) ∩ C1(a, b)とする. このとき, f が [a, b]上凸関数であることと

df
dx
が (a, b)上単調増加であることは同値である.

証明.
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f が [a, b] 上凸関数であるとして, f ′ =
df
dx
が単調増加であることを示す.

x1 < x2 をみたす, x1, x2 ∈ [a, b]と x1 < u < x2 に対して, (5.14)より,
f (u) − f (x1)

u − x1
≤ f (x2) − f (u)

x2 − u

となるから, u → x1 + 0とすると

f ′(x1) ≤
f (x2) − f (x1)

x2 − x1

となり, u → x2 − 0とすると
f (x2) − f (x1)

x2 − x1
≤ f ′(x2)

となるから, f ′(x1) ≤ f ′(x2)が成り立つ.
逆に, f ′が単調増加であるとする. x1 < u < x2をみたす任意の x1, x2,u ∈ [a, b]

に対して平均値の定理 (定理 4.17)を用いると, x1 < ξ < u, u < η < x2 が存在
して

f (u) − f (x1)
u − x1

= f ′(ξ), f (u) − f (x2)
u − x2

= f ′(η)

が成り立つ. ξ ≤ ηより f ′が単調増加であることから f ′(ξ) ≤ f ′(η)となるので,
f (u) − f (x1)

u − x1
≤ f (u) − f (x2)

u − x2

が成り立つ. 命題 5.17より f は凸関数となる. □

1階導関数が単調増加であるための十分条件は 2階導関数が非負であるこ
とである. このことから,次が得られる.

系 5.20.

f ∈ C([a, b]) ∩ C2(a, b)が d2 f
dx2 ≥ 0をみたすならば, f は [a, b]上凸関数で

ある.

例 5.21.
p > 1 に対して, f : [0,∞) → R を x ∈ [0,∞) に対して f (x) := xp で定

めると, f は凸関数である. 実際, p > 1 だから x ∈ [0,∞) に対して, f ′′(x) =
p(p − 1)xp−2 > 0である. このことから,凸関数の定義を用いると, a, b ∈ [0,∞),
0 < λ < 1に対して

f (λa + (1 − λ)b) ≤ λ f (a) + (1 − λ) f (b)
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が成り立つ. とくに, λ =
1
2
とすれば,

(a + b)p ≤ 2p−1(ap + bp)

が成り立つ. このことから, 数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1 ⊂ R に対して,
∞∑

n=1
|an |p,

∞∑
n=1

|bn |p < ∞ならば,
∞∑

n=1
|an + bn |p < ∞がわかる. 従って,{
{an}∞n=1 ⊂ R :

∞∑
n=1

|an |p < ∞
}

が線形空間となることがわかる.

例 5.22 (相加,相乗平均とYoungの不等式).
f : (0,∞) → Rを x ∈ (0,∞)に対して f (x) := − log xで定めると, f は凸関数

である. 実際, x ∈ (0,∞)に対して f ′′(x) = 1
x2 ≥ 0である. 凸関数の定義を用い

ると, x, y > 0, 0 < λ < 1に対して

− log(λx + (1 − λ)y) ≤ −λ log x − (1 − λ) log y

となるから,
xλy1−λ ≤ λx + (1 − λ)y

となる. p,q > 1が
1
p
+

1
q
= 1をみたすとすると λ =

1
p
として

x
1
p y

1
q ≤ x

p
+
y

q

となる. a, b > 0に対して x = ap, y = bq とすれば

(5.16) ab ≤ ap

p
+

bq

q

が得られる. この不等式 (5.16)をYoungの不等式という. p = q = 2とすると

(5.17) ab ≤ a2

2
+

b2

2
, または

√
xy ≤ x + y

2

となる. この不等式 (5.17)は相加相乗平均の不等式である.
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5.4. de l’Hospitalの定理

Taylorの定理を応用して,極限の計算を行った. 先の計算例を一般化してみ
よう.

例 5.23.
f , g ∈ C1(−1,1)が, f (0) = g(0) = 0かつ g′(0) , 0とする. このとき

lim
x→0

f (x)
g(x) = lim

x→0

f ′(x)
g′(x)

が成り立つ. 実際に,

f (x) = f (0) + f ′(0)x + R f ,1(x)x, g(x) = g(0) + g′(0)x + Rg,1(x)x

と書くと, R f ,1(x),Rg,1(x) → 0 (x → 0)となる. f (0) = g(0) = 0と g′(0) , 0に注
意して, x → 0とすると

f (x)
g(x) =

f (0) + f ′(0)x + R f ,1(x)x
g(0) + g′(0)x + Rg,1(x)x

=
f ′(0) + R f ,1(x)
g′(0) + Rg,1(x)

→ f ′(0)
g′(0) = lim

x→0

f ′(x)
g′(x)

がわかる.

例 5.23から, 不定系の極限は分母と分子をそれぞれ微分すると求められる
場合があるように思える. 実際に次が成り立つ.

定理 5.24 (de l’Hospitalの定理 (その 1)).
f , g ∈ C1(a, b)は x ∈ (a, b) に対して g′(x) , 0 とする. f (x), g(x) → 0

(x → a + 0)であり lim
x→a+0

f ′(x)
g′(x) = lならば lim

x→a+0

f (x)
g(x) = l, つまり極限が存在

して,値が等しくなる.

標語的にいうと, lim
x→a+0

f (x)
g(x) が

0
0
の不定形ならば,

lim
x→a+0

f (x)
g(x) = lim

x→a+0

f ′(x)
g′(x)

が成り立つ. では
∞
∞ の不定形のときはどうだろうか？ このときも, 分母と分

子を微分して極限を計算することができる.
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定理 5.25 (de l’Hospitalの定理 (その 2)).
f , g ∈ C1(a, b)は x ∈ (a, b) に対して g′(x) , 0 とする. f (x), g(x) → ∞

(x → a + 0)であり lim
x→a+0

f ′(x)
g′(x) = l ならば lim

x→a+0

f (x)
g(x) = l, つまり極限が存在

して,値が等しくなる.

定理 5.24, 5.25の証明はあとで行う. 定理 5.24で x → ∞の場合は 1
x
を考え

ることで同様の結果が導ける.

定理 5.26 (de l’Hospitalの定理 (その 3)).
f , g ∈ C1(R)は x ∈ Rに対して g′(x) , 0とする. f (x), g(x) → 0 (x → ∞)

であり lim
x→∞

f ′(x)
g′(x) = lならば lim

x→∞
f (x)
g(x) = l, つまり極限が存在して, 値が等し

くなる.

証明.
x =

1
y
とすれば

lim
x→∞

f (x)
g(x) = lim

y→+0

f ( 1
y )

g( 1
y )

となる. y での微分を考えると

d
dy

(
f
(
1
y

))
= − f ′

(
1
y

)
1
y2

だから

lim
y→+0

d
dy ( f ( 1

y ))
d

dy (g(
1
y ))
= lim

x→∞
f ′(x)
g′(x) = l

となり,定理 5.24から

l = lim
y→+0

f ( 1
y )

g( 1
y )
= lim

x→∞
f (x)
g(x)

が得られる. □

l = ∞の場合も de l’Hospitalの定理はそのまま成り立つ. 分母と分子を交換
して 0に収束すること,分母と分子の符号を調べることが必要になる.
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定理 5.27 (de l’Hospitalの定理 (その 4)).
f , g ∈ C1(a, b)は x ∈ (a, b) に対して g′(x) , 0 とする. f (x), g(x) → 0

(x → a + 0)であり lim
x→a+0

f ′(x)
g′(x) = ∞ならば lim

x→a+0

f (x)
g(x) = ∞, つまり極限が存

在して,値が等しくなる.

証明.
lim

x→a+0

f ′(x)
g′(x) = ∞ だから, b を適当にとりかえて, x ∈ (a, b) に対して,

f ′(x)g′(x) > 0とできる. 必要に応じて, f と g の正負を入れかえて, f ′(x) > 0

と仮定してよい. lim
x→a+0

g′(x)
f ′(x) = 0となるから定理 5.24から lim

x→a+0

g(x)
f (x) = 0 と

なる.
x′ < x をみたす, x, x′ ∈ (a, b)に対して, f ′(ξ) ≥ 0となるから

f (x) = f (x′) +
∫ x

x′
f ′(ξ) dξ ≥ f (x′)

が得られる. x′ → a + 0とすれば, f (x′) → 0となるから, f (x) ≥ 0となる. 同様

に g(x) ≥ 0も成り立つから, lim
x→a+0

f (x)
g(x) = ∞が成り立つ. □

∞
∞ の不定形であっても定理 5.26や定理 5.27のように, x → ∞や l = ∞で

de l’Hospitalの定理が成り立つ. 証明は各自試みよ.

5.4.1. de l’Hospitalの定理の使い方. de l’Hospitalの定理の使い方を説明し
よう.

例 5.28.
lim
x→0

x − sin x
x3 =

1
6
となることを de l’Hospitalの定理を用いて示す.

0
0
の不

定形だから de l’Hospitalの定理より

lim
x→0

x − sin x
x3 = lim

x→0

(x − sin x)′
(x3)′

= lim
x→0

1 − cos x
3x2

となる. また,
0
0
の不定形だから de l’Hospitalの定理より

lim
x→0

1 − cos x
3x2 = lim

x→0

(1 − cos x)′
(3x2)′

= lim
x→0

sin x
6x
= lim

x→0

sin x
6x
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となる. よって, lim
x→0

sin x
6x
=

1
6
だから lim

x→0

x − sin x
x3 =

1
6
となる.

lim
x→0

sin x
6x
が

0
0
の不定形だから de l’Hospitalの定理より

lim
x→0

sin x
6x
= lim

x→0

(sin x)′
(6x)′ = lim

x→0

cos x
6
=

1
6

となる .

注意 5.29.
例 5.28で

lim
x→0

cos x
6
= lim

x→0

− sin x
0

としてはいけない. de l’Hospitalの定理は極限が不定形のときにしか使っては
いけない.

例 5.30.
lim

x→+0
xx を de l’Hospitalの定理を用いて求める.

xx = exp(log xx) = exp(x log x) = exp

(
log x

1
x

)
と変形すれば,指数関数の連続性より limx→+0

log x
1
x

を求めればよい. これは
∞
∞

の不定形だから, de l’Hospitalの定理より

lim
x→+0

log x
1
x

= lim
x→+0

1
x

− 1
x2

= lim
x→+0

(−x) = 0

となる. 従って,

lim
x→+0

xx = exp

(
lim

x→+0

log x
1
x

)
= exp 0 = 1

となる.

例 5.31.
n ∈ Nに対して lim

x→∞
xn

ex を求めよう.
∞
∞ の不定形だから, de l’Hospitalの定

理を n回くりかえせば

lim
x→∞

xn

ex = lim
x→∞

nxn−1

ex = · · · = lim
x→∞

n!
ex = 0
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となる.

例 5.32.
lim

x→+0
x log(tan x)を求めよう. x log(tan x) = log(tan x)

1
x

と変形すると,
∞
∞ の不

定形となるから de l’Hospitalの定理より

lim
x→+0

x log(tan x) = lim
x→+0

log(tan x)
1
x

= lim
x→+0

1
tan x

1
cos2 x

− 1
x2

= lim
x→+0

x
( x
sin x

) (
−1

cos x

)
= 0

とわかる.

5.4.2. de l’Hospitalの定理の証明. de l’Hospitalの定理を証明しよう. その
ために,次の Cauchyの平均値の定理を証明しよう.

定理 5.33 (Cauchyの平均値の定理).
f , g ∈ C([a, b]) ∩ C1(a, b) は x ∈ (a, b) に対して g′(x) , 0 とする. このと

き, ξ ∈ (a, b)が存在して

(5.18)
f (b) − f (a)
g(b) − g(a) =

f ′(ξ)
g′(ξ)

が成り立つ.

証明.
g(a) , g(b)に注意する. 実際に, g(a) = g(b)と仮定すると, Rolleの定理 (定

理 4.16)により, g′(ξ0) = 0となる ξ0 ∈ [a, b]が存在するが,これは, g の仮定に
反する.
次に, F : [a, b] → Rを x ∈ [a, b]に対して

F(x) := f (x) − f (a) − f (b) − f (a)
g(b) − g(a) (g(x) − g(a))

で定めると, F ∈ C([a, b]) ∩C1(a, b)で F(a) = F(b) = 0である. よって, ξ ∈ (a, b)
が存在して, F′(ξ) = 0となる.

F′(x) = f ′(x) − f (b) − f (a)
g(b) − g(a) (g

′(x))

となるから, x = ξ を代入することで (5.18)が成り立つ. □
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定理 5.24の証明.
1. x ∈ (a, b)に対して, g(x) , 0となる. 実際,もし, g(x) = 0ならば, g(a) = 0

と定めることにより, g は [a, x] 上連続, (a, x) 上微分可能となるので, Rolleの
定理 (定理 4.16)より,ある ξ ∈ (a, x)が存在して, g′(ξ) = 0となり,仮定に矛盾
する.

2. 任意の ε > 0 に対して, δ > 0 が存在してすべての x ∈ (a, b) に対し
0 < x − a < δならば ���� f ′(x)

g′(x) − l
���� < ε

2

が成り立つ. 0 < x − a < δ なる x を固定すると, f (ξ), g(ξ) → 0 (ξ → a + 0)
より a < ξ0 < x が存在して

|g(ξ0)| <
|g(x)|

2
,

|g(x)| | f (ξ0)| + | f (x)| |g(ξ0)|
|g(x)|2

<
ε

4

となるから, |g(x) − g(ξ0)| ≥ |g(x)|/2に注意すると���� f (x)
g(x) −

f (x) − f (ξ0)
g(x) − g(ξ0)

���� = |g(x) f (ξ0) − f (x)g(ξ0)|
|g(x)| |g(x) − g(ξ0)|

≤ |g(x)| | f (ξ0)| + | f (x)| |g(ξ0)|
|g(x)|2/2

<
ε

2

となる.
3. Cauchyの平均値の定理 (定理 5.33)より,ある ξ1 ∈ (ξ0, x)が存在して,

f (x) − f (ξ0)
g(x) − g(ξ0)

=
f ′(ξ1)
g′(ξ1)

が成り立つ. 従って ���� f (x)
g(x) −

f ′(ξ1)
g′(ξ1)

���� < ε

2

が成り立つ. さらに, a < ξ0 < ξ1 < xより, 0 < ξ1 − a < x − a < δだから���� f (x)
g(x) − l

���� = ���� f (x)
g(x) −

f ′(ξ1)
g′(ξ1)

+
f ′(ξ1)
g′(ξ1)

− l
����

≤
���� f (x)
g(x) −

f ′(ξ1)
g′(ξ1)

���� + ���� f ′(ξ1)
g′(ξ1)

− l
���� < ε

となるので,
f (x)
g(x) → l (x → a + 0)が示された. □
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定理 5.25の証明.
任意の ε > 0に対して, δ1 > 0が存在して, ξ ∈ (a, b)に対して, 0 < ξ − a < δ1

ならば

f ′(ξ)
g′(ξ) − l = A(ξ), |A(ξ)| < max

{ε
2
,1

}
が成り立つ. 0 < x0 − a < δ1 なる x0 ∈ (a, b)を一つとる. 次に, f (x), g(x) → ∞
(x → a + 0)だから, δ > 0が存在して,すべての x ∈ (a, b)が存在して a + δ < x0
かつ, 0 < x − a < δならば

1 − g(x0)
g(x)

1 − f (x0)
f (x)
= 1 + B(x), |B(x)| < ε

2(1 + |l |)

が成り立つ. Cauchyの平均値定理 (定理 5.33)より, ξ1 ∈ (x, x0)が存在して

f (ξ1)
g(ξ1)

=
f (x) − f (x0)
g(x) − g(x0)

=
f (x)
g(x)

1 − f (x0)
f (x)

1 − g(x0)
g(x)
=

f (x)
g(x)

1
1 + B(x)

が成り立つ. 従って, 0 < ξ1 − a < x0 − a < δ1 だから

f (x)
g(x) − l = (A(ξ1) + l)(1 + B(x)) − l = (A(ξ1) + l)B(x) + A(ξ1)

となるから,���� f (x)
g(x) − l

���� ≤ |A(ξ1)| + (|A(ξ1)| + |l |)|B(x)| < ε

2
+ (1 + |l |) ε

2(1 + |l |) = ε

が成り立つ. よって,
f (x)
g(x) → l (x → a + 0)が成り立つ. □

5.5. 広義積分

連続関数における定積分は定理 4.29が重要であった. もう少し詳細なこと
を述べると,閉区間上の連続関数はその閉区間上一様連続であることが必要で
あった. また,閉区間上の連続関数はWeierstrassの最大値定理 (定理 3.47)によ
り, 最大値, 最小値が存在するので, 有界な関数を考えていたことになる. そこ
で,有界でない関数や有界でない区間における積分を考えよう.
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5.5.1. 非有界な関数の積分. 非有界な関数,例えば反比例のように, x = 0を
代入できないような関数に対する積分を考えよう.

例 5.34.∫ 1

0

1
√

x
dx をどう定めるのがよいかを考えよう. x = 0で

1
√

x
が定義できな

いことに注意しよう.

ε > 0と x ∈ [ε,1]に対して,
1
√

x
は定義できて [ε,1]上連続なので,

∫ 1

ε

1
√

x
dx

は定義できる. そこで, lim
ε→+0

∫ 1

ε

1
√

x
dx と定めるのが一つの方法だろう.

ε > 0に対して ∫ 1

ε

1
√

x
dx = 2 − 2

√
ε

となるから ∫ 1

0

1
√

x
dx = lim

ε→+0

∫ 1

ε

1
√

x
dx = lim

ε→+0
(2 − 2

√
ε) = 2

と定義するのが自然であろう.

このアイデアを一般化して,非有界な関数に対する積分を定義しよう.

定義 5.35 (広義積分).
(a, b]上連続な関数 f : (a, b] → Rに対し∫ b

a
f (x) dx := lim

ε→+0

∫ b

a+ε
f (x) dx

で定義する. この積分
∫ b

a
f (x) dx を広義積分といい, 極限が存在するときは,∫ b

a
f (x) は収束するという. 極限が存在しないときは,

∫ b

a
f (x) は発散すると

いう.

例 5.36.∫ 1

−1

1√
|x |

dx を求めよう. 被積分関数
1
√

x
は x = 0で定義できないから

(5.19)
∫ 1

−1

1√
|x |

dx =
∫ 0

−1

1√
|x |

dx +
∫ 1

0

1√
|x |

dx
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と二つにわけて, (5.19)のそれぞれの積分を計算しないといけない.∫ 1

0

1√
|x |

dx = lim
ε→+0

∫ 1

0+ε

1
√

x
dx = lim

ε→+0

[
2
√

x
]1

x=ε = lim
ε→+0

(
2
(
1 −

√
ε
))
= 2,∫ 0

−1

1√
|x |

dx = lim
ε→+0

∫ 0−ε

−1

1
√
−x

dx = lim
ε→+0

∫ 1

ε

1
√
y

dy = 2

となる. 二つ目の積分は変数変換 y = −xを用いた. これらを (5.19)に代入する

ことにより,
∫ 1

−1

1√
|x |

dx = 4とわかる.

例 5.37.∫ 1

−1

1
x

dx は発散する. 被積分関数
1
x
は x = 0で定義できないから

(5.20)
∫ 1

−1

1
x

dx =
∫ 0

−1

1
x

dx +
∫ 1

0

1
x

dx

と二つにわけて, (5.20)のそれぞれの積分を計算しないといけない.∫ 1

0

1
x

dx = lim
ε→+0

∫ 1

0+ε

1
x

dx = lim
ε→+0

[log x]1x=ε = lim
ε→+0

(− log ε) = ∞,∫ 0

−1

1√
|x |

dx = lim
ε→+0

∫ 0−ε

−1

1
x

dx = lim
ε→+0

(
−

∫ 1

ε

1
y

dy
)
= −∞

となる. 二つ目の積分は変数変換 y = −x を用いた. これらにより,
∫ 1

−1

1√
|x |

dx

は発散することがわかる.

注意 5.38.
例 5.37で正しそうに見える次の計算∫ 1

−1

1
x

dx =
[
log |x |

]1

−1
= log |1| − log | − 1| = 0

や ∫ 1

−1

1
x

dx = lim
ε→0

(∫ −ε

−1

1
x

dx +
∫ 1

ε

1
x

dx
)
= 0

は正しくないことに注意せよ.
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5.5.2. 無限区間の積分. 積分区間が無限大,つまり,上端が∞となっていた
り,下端が −∞となる積分を考えよう.

例 5.39.
f : [1,∞) → Rを

f (x) :=
1
x2 (x ∈ [1,∞))

で定義する. このときに
∫ ∞

1
f (x) dxをどう定めるのがよいだろうか？ 積分の

区間が有限でない,つまり上端が∞となっていることに注意しよう.
M > 0 と x ∈ [1,M] に対して,

1
x2 は定義できて [1,M] 上連続なので,∫ M

1

1
x2 dx は定義できる. そこで, lim

M→∞

∫ M

1

1
x2 dx と定めるのが一つの方法

だろう.
M > 0に対して ∫ M

1

1
x2 dx = 1 − 1

M
となるから ∫ ∞

1

1
x2 dx = lim

M→∞

∫ M

1

1
x2 dx = lim

M→∞

(
1 − 1

M

)
= 1

と定義するのが自然であろう.

このアイデアを一般化して,非有界な区間で定義された関数に対する積分を
定義しよう.

定義 5.40 (広義積分).
f : [a,∞) → Rは [a,∞)上連続とする. このとき,∫ ∞

a
f (x) dx := lim

M→∞

∫ M

a
f (x) dx

で定義する. この積分
∫ ∞

a
f (x) は広義積分といい, 極限が存在するときは,∫ ∞

a
f (x)は収束するという. 極限が存在しないときは,

∫ ∞

a
f (x)は発散すると

いう.

例 5.39によれば,
∫ ∞

1

1
x2 dxとなる. さらに一般化して, α > 0に対して,

1
xα

の広義積分を考えよう.
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定理 5.41.
α > 0とすると,次が成り立つ

(1)
∫ 1

0

1
xα

dx =


1
1 − α < ∞ (0 < α < 1)
∞ (α ≥ 1)

(2)
∫ ∞

1

1
xα

dx =


1
α − 1

< ∞ (α > 1)
∞ (0 < α ≤ 1)

定理 5.41の証明は各自考えよ. α = 1,すなわち
1
x
の原始関数は log x とな

ること, β ∈ R \ {0}に対して

εβ →
{

0 β > 0
∞ β < 0

, (ε → +0), M β →
{
∞ β > 0
0 β < 0

, (M → ∞)

となることに注意せよ.

例 5.42 (Gauss積分).∫ ∞

0
e−x2

dx は収束する. このことを証明しよう. x ≥ 0 に対して e−x2 ≥ 0

だから,
∫ M

0
e−x2

dxは M > 0について単調増加となる. 従って,
∫ M

0
e−x2

dxは

M > 0について有界であることを示せばよい.
ξ ≥ 1に対して, ξe−ξ ≤ 1となるから (各自),特に x ≥ 1に対して, ξ = x2 と

おいて e−x2 ≤ 1
x2 となる. 従って, M > 1に対して定理 5.41を用いると∫ M

1
e−x2

dx ≤
∫ M

1

1
x2 dx ≤ 1

となるから, 0 ≤ x ≤ 1に対して, e−x2 ≤ 1より∫ M

0
e−x2

dx =
∫ 1

0
e−x2

dx +
∫ M

1
e−x2

dx ≤
∫ 1

0
1 dx +

∫ M

1
e−x2

dx ≤ 1 + 1 = 2

となり
∫ M

0
e−x2

dx は M > 0について有界となる.
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注意 5.43.
実は ∫ ∞

0
e−x2

dx =
√
π

2

となることが知られている. この広義積分は偏差値など確率・統計,偏微分方程
式などいろいろなことに関係のある積分である.

5.6. 絶対収束と条件収束

以下,話を簡単にするために, [0,∞)上の連続関数 f : [0,∞) → Rを考える.

例 5.44.∫ ∞

0

sin x
x

dx は収束するが,
∫ ∞

0

����sin x
x

���� dx は発散する.

証明.
1.

∫ ∞

0

sin x
x

dxが収束することを示す. まず,
sin x

x
→ 1 (x → 0)となるから,

x = 0のときに被積分関数を 1と定義しなおせば,被積分関数は [0,∞)上の連続

関数である. 従って, lim
M→∞

∫ M

0

sin x
x

dx が存在することを示せば十分である.

M,M′ > 0に対して�����∫ M

0

sin x
x

dx −
∫ M ′

0

sin x
x

dx

����� = ����∫ M

M ′

sin x
x

dx
����

=

���� [−cos x
x

]M

M ′
−

∫ M

M ′

cos x
x2 dx

����
≤ 1

M
+

1
M′ +

����∫ M

M ′

1
x2 dx

����
≤ 2

(
1
M
+

1
M′

)
→ 0 (M,M′ → ∞)

となるから, Cauchyの収束判定条件 (定理 3.31)により, lim
M→∞

∫ M

0

sin x
x

dx は存

在する. すなわち,
∫ ∞

0

sin x
x

dx は収束する.
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2.
∫ ∞

0

����sin x
x

���� dxが発散することを示す. n ∈ Nに対して

∫ nπ

0

����sin x
x

���� dx =
n∑

k=1

∫ kπ

(k−1)π

����sin x
x

���� dx

≥
n∑

k=1

∫ kπ

(k−1)π

| sin x |
kπ

dx =
2
π

n∑
k=1

1
k

となる. 積分との比較により
n∑

k=1

1
k
≥

∫ n+1

1

1
x

dx = log(n + 1) → ∞ (n → ∞)

となるので, ∫ nπ

0

����sin x
x

���� dx ≥ 2
π

n∑
k=1

1
k
→ ∞ (n → ∞)

だから
∫ ∞

0

����sin x
x

���� dx は発散する. □

このことから,被積分関数に絶対値をつけるか否かで広義積分の収束性がか
わることがある. この違いを定義としてまとめよう.

定義 5.45 (絶対収束,条件収束).
f : [0,∞) → Rは連続とする.

(1)
∫ ∞

0
| f (x)| dx が収束するとき,

∫ ∞

0
f (x) dxは絶対収束するという.

(2)
∫ ∞

0
f (x) dx は収束するが,絶対収束しないとき,

∫ ∞

0
f (x) dxは条件収

束するという.

例 5.44は条件収束する例である.

例 5.46.∫ ∞

0
e−x2

sin x dx は絶対収束する. 実際, x ≥ 0に対して���e−x2
sin x

��� ≤ e−x2
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であり,例 5.42より
∫ ∞

0
e−x2

dx < ∞だから M > 0に対して

(5.21)
∫ M

0

���e−x2
sin x

��� dx ≤
∫ ∞

0
e−x2

dx < ∞

となる. (5.21)の左辺は M > 0について単調増加であることからM → ∞とす
ると収束する. すなわち,

∫ ∞

0

���e−x2
sin x

��� dx は収束する.

絶対収束は条件収束より強い性質である. すなわち,絶対収束する広義積分
は,被積分関数に絶対値をつけなくても収束することがわかる. すなわち,次が
成り立つ.

定理 5.47.
f : [0,∞) → Rは連続とする. このとき,

∫ ∞

0
f (x) dx が絶対収束するなら

ば,
∫ ∞

0
f (x) dx は収束する.

証明.
M,M′ > 0に対して,

∫ ∞

0
f (x) dx は絶対収束するから�����∫ M

0
f (x) dx −

∫ M ′

0
f (x) dx

����� = ����∫ M

M ′
f (x) dx

����
≤

����∫ M

M ′
| f (x)| dx

���� → 0 (M,M′ → 0)

となる. Cauchyの収束判定条件 (定理 3.31)より lim
M→∞

∫ M

0
f (x) dx は収束す

る. □

広義積分が絶対収束するかどうかについて,被積分関数の原始関数を求める
必要はない. すなわち,被積分関数に対し次の定理に示す通り,ある不等式が成
り立つかどうかを調べればよい.

定理 5.48.
f : [0,∞) → Rは連続とする. λ > 1に対して, K > 0が存在して, すべて
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の x ∈ [0,∞)に対して,

(5.22) xλ | f (x)| ≤ K

が成り立つと仮定する. このとき,
∫ ∞

0
f (x) dx が絶対収束する.

証明.

M > 0に対して
∫ M

0
| f (x)| dxは単調増加だから,

∫ M

0
| f (x)| dxが M > 0に

ついて有界であることを示せばよい. 仮定より x ≥ 1に対して

| f (x)| ≤ K
xλ

となるから, M ≥ 1に対して∫ M

1
| f (x)| dx ≤

∫ M

1

K
xλ

dx =
K

1 − λ

(
1 − 1

Mλ−1

)
≤ K
λ − 1

が得られる. よって∫ M

0
| f (x)| dx ≤

∫ 1

0
| f (x)| dx +

∫ M

1
| f (x)| dx ≤

∫ 1

0
| f (x)| dx +

K
1 − λ < ∞

となるから,
∫ M

0
| f (x)| dx は M > 0について有界である. □

(5.22)を示すためには, xλ | f (x)| が x → ∞ としたときに収束することを示
せば十分である. よって,次が成り立つ.

系 5.49.
f : [0,∞) → Rは連続とする. ある λ > 1に対して, lim

x→∞
xλ f (x)が存在す

るならば,
∫ ∞

0
f (x) dx は絶対収束する.

例 5.50.
s > 0に対して,

∫ ∞

0
e−x xs−1 dx は収束する (絶対収束する).

証明.
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積分の区間加法性より∫ ∞

0
e−x xs−1 dx =

∫ 1

0
e−x xs−1 dx +

∫ ∞

1
e−x xs−1 dx

と二つの積分にわけ,それぞれの積分を考える.

1.
∫ 1

0
e−x xs−1 dx を考える. 0 < s < 1のとき, e−x xs−1 → ∞ (x → +0)とな

るから広義積分である. 0 < x ≤ 1に対して 0 ≤ e−x ≤ 1, xs−1 ≥ 1より∫ 1

0
e−x xs−1 dx = lim

ε→+0

∫ 1

ε
e−x xs−1 dx

だから, ∫ 1

ε
e−x xs−1 dx ≤

∫ 1

ε
xs−1 dx =

1
s
(1 − εs) ≤ 1

s

となる. よって, ε → +0 とすると
∫ 1

ε
e−x xs−1 dx は収束する. s ≥ 1 のとき,

e−x xs−1 は x → +0で収束するので広義積分にならない.
2.

∫ ∞

1
e−x xs−1 dx を考える.

x2
(
e−x xs−1

)
= e−x xs+1 → 0 (x → ∞)

より系 5.49から
∫ ∞

1
e−x xs−1 dx は収束する. □

例 5.50の積分を sに関する関数とみて次の定義を与える.

定義 5.51 (Γ-関数).
s > 0に対して

Γ(s) :=
∫ ∞

0
e−x xs−1 dx

と定義する. Γ : (0,∞) → Rを Γ-関数という.

例 5.50の積分に名前がついているのは,次の性質による.

命題 5.52.
Γ-関数について,次が成り立つ.
(1) Γ(1) = 1;
(2) s > 0に対して Γ(s + 1) = sΓ(s).
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命題 5.52より
Γ(1) = 1 = 0!
Γ(2) = Γ(1 + 1) = Γ(1) = 1!
Γ(3) = Γ(2 + 1) = 2Γ(2) = 2!
Γ(4) = Γ(3 + 1) = 3Γ(3) = 3!

となるので, n ∈ N に対して, Γ(n) = (n − 1)! となる. つまり, Γ-関数は階乗を
(0,∞)に拡張したものである.

命題 5.52の証明.
(1)直接計算により

Γ(1) =
∫ ∞

0
e−x dx = [−e−x]∞0 = 1

がわかる.
(2) M > 0に対して部分積分より∫ M

0
e−x xs dx = [−e−x xs]M

x=0 + s
∫ M

0
e−x xs−1 dx

= −e−M M s + s
∫ M

0
e−x xs−1 dx

(5.23)

となる. M → ∞ とすれば例 5.31より e−M M s → 0 となる. よって, (5.23) で
M → ∞とすれば Γ(s + 1) = sΓ(s)が得られる. □


