
数学入門AB 集合論と論理学





まえがき

このノートは, 日本大学理工学部数学科の 2012年度の 1年次講義「数学入
門AB」の講義内容をまとめて, 加筆, 修正を加えたものである. 実際には講義
した内容を含み, さらにいくつかのトピックを加えた. 第 2章 4節の指数関数
や三角関数, 第 3章 5節の位相空間,第 4章 3節の証明の書き方は, 講義では触
れなかったが, 講義で学んだことを使うトピックとして, 紹介することにした.

高校の数学と大学の数学での立場の違いとして, 「テストを受ける側, 説明
を受ける側」から「テストを作る側, 説明をする側」に変化することをあげて
おきたい. 大学の数学科に入学するにあたって,「学校の先生」を進路として希
望する学生は多い. とくに, 大学を卒業したあとに中学校や高校の先生となっ
て, 「テストを作る側, 説明をする側」に立場がかわることになる. だから, 相
手に正しく伝える技術が求められる.

高校までの数学の授業を受ける, とくにテストを受ける立場では, 少しくら
いの表現の間違いは気にされずに,計算などの内容を見てもらえることが多かっ
ただろう. しかし, 大学の数学では, 表現の間違いが内容の間違いにつながるこ
とが多いため, 正しい表現で証明などを書くことが求められる. それは, 将来に
学校の先生となったときに, 必ず必要になる能力でもある1.

集合論を説明するなら, 最初に記号論理学をしっかりと学んで, 論理をきち
んと身につけてから, 集合や写像の説明をした方が能率はよい. しかし, この
ノートではその方法をとらず, 最初に集合や写像の概念を説明して, 数学でよ
く使われる日本語の言い回しに慣れるようにした. そのために証明がまわりく
どくなるところもあるが, はじめのうちは, 「証明を書くための国語」の練習
を重視した. そして, 集合や写像の説明のあとに記号論理学に関する説明を加
えた. そのため, 記号論理学がなぜ数学に必要となるのかがわかりやすくなっ
ているのではないかと期待する2.

また, このノートのもう一つの目標として, 「専門書を読むための準備をす
る」を考えた. 具体的には, 証明の一部を問題として本文中に加えている. 数学

1学校の先生にならなかったとしても, 相手に正しく説明する能力はどこでも必要である.
2記号論理学は数学では是非とも持っていて欲しい知識であるが, 何のためにやっているか

が見えにくいため, どのタイミングで勉強するのがよいのか悩むところである.
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4 まえがき

科の場合, 卒業論文を作成したり, 実験で一日中実験室にこもるということは,

比較的少ない. そのかわりに, 「卒業研究セミナー」が開講されることが多い.

そこでは, 専門書などのテキストを決めて, 学生が先生の立場になって, 卒業研
究の担当教員に数学を説明することがよく行われる. このセミナーでは, 学生
がその専門書を事前に読みこんでおいて, 内容を把握してから説明をするのが
普通であり3, その準備として, 専門書を読むことになるのだが, いろいろな理由
で説明が省略されていることがとても多い4. 学生は説明が省略されているとこ
ろもきちんと確認して, 必要に応じて説明を加えなければいけないのだが,「説
明が省略されているところを認識できる」ことが必要になってくる. そのため
に, このノートでは, 意図的に証明を省略して, 問題にまわしているところがあ
る. これらの問題は解くだけではなく,「こういう省略があったら, こうやって
自分で確認しなければいけない」ということを認識して欲しい.

なお, 問題の解答については, 今後加筆する予定はない. 高校, 特に受験数
学では「問題の解答を覚える」ことが数学の勉強だと思っている学生もみられ
るが,数学の勉強で重要なことは, 「問題について考えること」である. すぐに
答えがでないことを悲観してはいけないのである5.

このノートはこれからまだ修正や加筆があると思われる. 誤植, 間違い等あ
れば,著者の水野6に連絡して頂ければ幸いである.

3事前に準備せずに説明しようとすると, とてもたいへんなことになることが多い.
4省略されている内容は, 簡単だから, 書こうとすると長くなるから, 実は間違っているか

らなどである. このノートについても間違いがあるだろうから注意されたい.
5数独などのパズルゲームを解答をみながらやっても, 何もおもしろくはないだろうし, そ

のパズルゲームの腕があがるとも思えない. 数学も同様に考えれば, 解答をみながら考えても
数学の能力があがるわけではないのである.

6mizuno atmark math.cst.nihon-u.ac.jp(ただし atmarkは@にかえる)
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第 1 章

集合

この章では, 集合とは何かということを説明する. さらに, 数学を学ぶ上で
必要となる論理学の知識や専門用語, 証明の書き方を説明する. 数学を説明す
る上で語学, とりわけ国語の知識は欠かすことができない. この章での証明は,

厳密さに気をつけるだけでなく, 日本語としておかしな表現がないように気を
つけて書いた. 証明をきちんと書けることは数学を勉強する上で難しいところ
の一つである. まずは証明を真似してどのように書けば正しい表現となるかを
理解して欲しい.

また, この章では, 「かつ」と「または」が入った論理をどのように取り扱
えばよいかについて説明する. 「かつ」と「または」は, 高校の数学において
混同して使われることが多いが, どちらを使っているのかをはっきり認識する
必要がある1. 数学の証明を書くためには, 「誰が読んでも同じ意味になる」文
章を書く必要があるので, この章では,「かつ」と「または」に注意しながら読
んで欲しい.

1. 集合とは何か？

数学は集合を用いて記述される. そこで, 数学を学ぶ上で欠かすことのでき
ない集合を素朴に考えることにする.

定義 1.1 (集合).

ある特定の性質をそなえた「もの」の集まりを集合という. 集合Aを構成
する一つ一つの「もの」を集合Aの元, または要素という.

なお, 言葉の意味を定めることを定義するという.

例 1.1 (集合の書き方).

集合は普通, アルファベットの大文字で書く. 集合は {· · · }の形で書く.

A := {2, 3, 5, 7} = {10以下の素数 }.

1二次方程式の解として, x = 1, 3と書いたら, x = 1または x = 3と読むであろうが, 一次
関数の値として x = 1, y = 3と書いたら, x = 1かつ y = 3と読むこともできるであろう.
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8 1 集合

このとき, 集合Aの元は 2, 3, 5, 7である. この集合の=については後述する.

とりあえずは, 集合が同じものだと思っていればよい. 同じ集合でも書き方, 表
現の仕方はいろいろある.

B := {10000以下の 3で割り切れる自然数 }
= {3, 6, 9, . . . , 9996, 9999}
= {3n : n = 1, 2, . . . , 3333}.

厳密さを重視するなら {10000以下の 3で割り切れる自然数 }であるが, 書くの
が面倒だと感じるであろう. {3n : n = 1, 2, . . . , 3333}のように,変数を使った書
き方や,少し厳密さに欠けるが,比較的意味がわかりやすい{3, 6, . . . , 9996, 9999}
もよく使われる.

例 1.2 (よく使う集合).

次の集合はどの教科書, 専門書でも標準的に使われる.

• N: 自然数全体の集合, すなわち正の整数全体の集合2

• Z: 整数全体の集合
• Q: 有理数全体の集合
• R: 実数全体の集合
• C: 複素数全体の集合
• ∅: 元が一つもない集合 (空集合という)

• (a, b) = {x : xは実数, a < x < b}: 開区間という.

• [a, b] = {x : xは実数, a ≤ x ≤ b}: 閉区間という.

定義 1.2.

aが集合Aの元であるとき, aはAに属するといい, a ∈ Aと書く. また, a

がAの元でないとき, a ̸∈ Aと書く.

例 1.3.

いくつか具体例をみて, ∈の使い方や集合の書き方に慣れて欲しい.

• A := {10以下の素数 }とおくと,

3 ∈ A, 4 /∈ A, 7 ∈ A, 11 ̸∈ A

である. なぜなら, 4は素数ではなく, 11は 10より大きいからである.

• B := {3n : n = 1, 2, . . . , 3333}はB = {3n : n ∈ N, n ≤ 3333}とも書
ける. この {3n : n ∈ N, n ≤ 3333}は厳密な書き方である.

2専門書によっては自然数に 0を入れることがある. どちらかというと洋書に多い.
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• 集合X1, X2, X3をそれぞれ

X1 := {x ∈ Q : x4 − x2 − 2 = 0}
X2 := {x ∈ R : x4 − x2 − 2 = 0}
X3 := {x ∈ C : x4 − x2 − 2 = 0}

とおくと, X1 = ∅, X2 = {±
√
2}, X3 = {

√
2, −

√
2,

√
−1, −

√
−1}と

なる.

• どちらの書き方がわかりやすいかを考えてみてほしい. 計算には左側の
方がいいこともあるが, 意味を理解するには右側の方がわかりやすい.

Z = {±1, ±
√
−1} = {z ∈ C : z4 = 1}.

問題 1.1.

{正の偶数 }, {正の奇数 }を ∈を使って厳密に書いてみよ.

次に, 集合が等しいとはどういうことか, つまり, 集合の等号 “=”とはどう
いうことかを定義する3.

定義 1.3 (包含関係, 集合の等号).

A,Bを集合とする. このとき, A ⊂ Bであるとは,

任意の a ∈ Aに対して a ∈ B

が成り立つことをいう. また, A ⊂ B でないとき, A ̸⊂ B と書く. さらに,

A = Bであるとは

A ⊂ BかつB ⊂ A

が成り立つことをいう.

注意 1.1 (論理記号を使った書き方).

定義 1.3を論理記号を使って書くと,

A ⊂ B ⇔
定義

“∀a ∈ A, a ∈ B”

となる. いくつか記号を説明しよう. 詳しくは第 4章で説明する.

• ⇔
定義

左を右で定義する (右を左で定義することもある).

• ∀:「任意の」を表す記号 (for all, for anyのAをひっくりかえしたもの)

3二つの物が等しいということは定義するものである. 例えば, 1 = 0.999 . . .が等しいこと
を示すには, 厳密には, 二つの実数が等しいとはどういうことかを認識する必要がある.
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例 1.4.

A := {9n : n ∈ Z}, B := {6n : n ∈ Z}, C := {3n : n ∈ Z}とすると,

A ⊂ C, A ̸⊂ B

となる. A ⊂ Cは「9の倍数は 3の倍数である」, A ̸⊂ B は「9の倍数は 6の
倍数とは限らない」ということを集合の言葉で書いたものである.

証明.

1. A ⊂ Cを示す.

示せばいいことは, 「任意の a ∈ Aに対して a ∈ Cとなること」である.

任意の a ∈ Aに対して, ある n ∈ Zがとれて, a = 9nと書ける. 9n = 3× (3n)

であり, 3n ∈ Zだから, a = 3× (3n) ∈ Cとなる. 従って, A ⊂ Cが成り立つ.

2. A ̸⊂ Bを示す.

示せばいいことは,「任意の a ∈ Aに対して a ∈ B」が成り立たないこと
である. 従って, 「ある a ∈ Aが存在して a /∈ B」を示せばよい. すなわ
ち, a ∈ Aとなるが a /∈ Bとなる aをみつければよい.

27 = 9× 3だから 27 ∈ Aである. しかし, 27は 6で割り切れないから, 27 ̸∈ B

である. □

注意 1.2.

上記の枠で囲んだところは実際の証明では書かなくてよいことであるが, 数
学を理解するうえでとても大切なことである. 特に, 何を示せばよいか？を整
理してから証明を書くことは大変重要である. 教科書や専門書を自習するにあ
たって, 証明を読む前, 演習問題を解く前には何を示せばよいか？を考えるとよ
い. 何を示せばよいか？がはっきりすると, 考える問題はそれほど難しくない
ことも多い.

注意 1.3.

例 1.4の証明ででてきた「任意の a ∈ Aに対して a ∈ B」が成り立たない
ことについて考えてみる. 「任意の」は「すべての」とおきかえても同じだか
ら, 「すべての a ∈ Aに対して a ∈ B」が成り立たないことは何かということ
になり, これは「ある a ∈ Aに対しては a ∈ Bが成り立たない」ということで
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ある.4 この「ある」は数学の専門用語で「存在」ということが多い. 「存在」
を使って言いかえてみると「ある a ∈ Aが存在して, a ∈ Bが成り立たない」,

つまり「ある a ∈ Aが存在して, a /∈ B」となる. このことを論理記号 ∃を用い
て, 「∃a ∈ A s.t a /∈ B」と書く. 詳しくは第 4章で説明する.

問題 1.2.

集合A, B, CがA ⊂ B, B ⊂ Cをみたすとする. このとき, A ⊂ Cを示せ.

2. 集合の演算

二つ以上の集合から新しい集合を定義しよう. これは集合にどのような演
算を考えるかということでもある. ベン図も用いて説明すると感覚的にはわか
りやすいが, ベン図の理解をきちんと証明として記述できるようにして欲しい.

定義 1.4 (差集合).

集合A, Bに対して, 差集合A \Bを

A \B := {a ∈ A : a ̸∈ B}

で定める. つまり, 差集合はAに入っていてBに入っていない集合である.

例 1.5.

R \Q = {x ∈ R : x /∈ Q}は有理数でない実数, すなわち無理数全体の集合
である. また, C \ Rは実数でない複素数である. だから

C \ R = {x+
√
−1y : x ∈ R, y ∈ R, y ̸= 0}

となる.

定義 1.5 (補集合).

集合Aに対して, Aの補集合Acを

Ac := {a : a ̸∈ A}

で定める.

注意.

通常, 集合 Aの補集合を定めるときには, Aを部分集合とする全体集合X

が定まっている. すなわち, A ⊂ Xとなる集合Xが定まっており, Ac = X \A
により定まっている. よって, 定義 1.5は厳密に書くとAc := {a ∈ X : a /∈ A}
となる. 従って, 全体集合X が異なると, 補集合も異なることがある. 例えば,

4「すべての学生が男子である」が成り立たないことは「ある学生が女子である」という
ことであり,「すべての学生が女子である」というわけではない. つまり, 男子校でないという
ことが女子校であるというわけではない.
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X = RでA = Qのとき, Ac = Qc = R\Qは無理数全体の集合になるが, X = C
でA = Qのとき, Ac = Qc = C \Qは, 複素数の中で, 有理数でない数全体の集
合となる. ただし, 全体集合は明らかなために明記されないことも多い. 以下,

補集合については, 常に全体集合Xが定まっていると仮定する.

定義 1.6 (和集合, 共通部分).

A,Bを集合とする. このとき, AとBの和集合A ∪ BとAとBの共通部
分A ∩Bを

A ∪B := {x : x ∈ Aまたは x ∈ B}, A ∩B := {x : x ∈ Aかつ x ∈ B}

で定める.

例 1.6.

具体例で, 差集合や和集合, 共通部分を求めてみる.

• 集合A = {1, 2, 3, 4}, B = {3, 4, 5, 6}に対して,

A ∪B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A ∩B = {3, 4}, A \B = {1, 2}, B \ A = {5, 6}.

さらに, C = {5, 6, 7, 8}, D = {5, 6, {1, 2}}とする (括弧に注意). この
とき, A ∩ C = ∅, A ∩D = ∅である. A ∩D ̸= {1, 2}ではない.

• A := N0 = {0, 1, 2, 3, . . . } = {0以上の整数 }, B := {−n : n ∈ N0}と
おく. このとき,

A ∪B = {x : x ∈ Aまたは x ∈ B} = {0,±1,±2, . . . } = Z,
A ∩B = {x : x ∈ Aかつ x ∈ B} = {0}

となる.

• Q ∩ R = Q, Q ∪ R = Rである.

• (x2 − 2)(x2 + 1) = 0をみたす有理数 x, 実数 xを集合を用いて

{x ∈ C : (x2 − 2)(x2 + 1) = 0} ∩Q = ∅,

{x ∈ C : (x2 − 2)(x2 + 1) = 0} ∩ R = {
√
2,−

√
2}

と書くことができる.

定理 1.1.

集合A, Bに対して, 次が成り立つ.

(1) A ⊂ A ∪B, B ⊂ A ∪B;

(2) A ∩B ⊂ A, A ∩B ⊂ B;

証明.
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(1)について, 示すべきことは「任意の a ∈ Aに対して a ∈ A ∪ B」と
「任意の b ∈ Bに対して b ∈ A ∪ B」である. (2)について, 示すべきこと
は「任意の a ∈ A ∩ Bに対して a ∈ A」と「任意の b ∈ A ∩ Bに対して
b ∈ B」である.

(1) A ⊂ A ∪Bのみ示す. 任意の a ∈ Aに対して, 「a ∈ Aまたは a ∈ B」が成
り立つ. 従って, a ∈ A ∪Bとなるから, A ⊂ A ∪Bとなる.

(2) A ∩B ⊂ Aのみ示す. 任意の a ∈ A ∩Bに対して, 「a ∈ Aかつ a ∈ B」が
成り立つ. 特に a ∈ Aも成り立つから, A ∩B ⊂ Aとなる.

□

注意 1.4.

「または」を示すときには, どちらかが示せればよい. 「または」が仮定さ
れているときには, どちらかが成り立っていることが仮定されているので, 場
合わけを使うなど, 証明に工夫がいる.

「かつ」が仮定されているときには, 両方が成り立っていることが仮定され
ているので, 証明をするためには両方の仮定を使うことができる. 「かつ」を
示すときには, 両方を示せればよいので, 二つのことがらを示す必要がある.

注意 1.5.

もしAが空集合ならば,「任意の a ∈ A」は意味がないと思うだろう. 実際
に, 空集合ならば元がないのだから, 任意に元を取るということに意味付けは
できない. このときは, 実は主張「任意の a ∈ Aに対して a ∈ A∪B」は常に成
立すると考えるのである. なぜなら,「任意の a ∈ Aに対して a ∈ A ∪B」の否
定を考えると, 「ある a ∈ Aが存在して, a /∈ A ∪ B」となるが, Aが空集合だ
から, a /∈ A ∪ Bとなる a ∈ Aは存在しない (くどいが, Aは空集合だから, 元
が存在しない!). 従って, 否定が常に成立しないのだから, もとの命題は常に成
立する. すなわち, 「任意の a ∈ Aに対して a ∈ A ∪ B」はAが空集合のとき
も成立しているのである.

問題 1.3.

定理 1.1について, B ⊂ A ∪BとA ∩B ⊂ Bを示せ.

定理 1.2 (交換法則).

集合A, Bに対して, 次が成り立つ.

(1) A ∪B = B ∪ A.

(2) A ∩B = B ∩ A.
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定理 1.2について, 二通りの証明の書き方を説明する. 一つ目は同値の考え
方に近い証明である.

定理 1.2の証明 その 1.

(1)について, A ∪ B = B ∪ Aを示すのだから, 定義 1.3から,「A ∪ B ⊂
B∪A」と「A∪B ⊃ B∪A」の両方を示す必要がある. 「A∪B ⊂ B∪A」
を示すには, 「任意の a ∈ A ∪ B に対して a ∈ B ∪ A」を示せばよい.

「A ∪B ⊃ B ∪A」を示すには, 「任意の a ∈ B ∪Aに対して a ∈ A ∪B」
を示せばよい. つまり, (1)についてだけでも二つの主張を示す必要が
ある.

A ∪B = B ∪ Aのみ示す.

1. A ∪ B ⊂ B ∪ Aを示す. 任意の a ∈ A ∪ Bに対して, 「a ∈ Aまたは
a ∈ B」が成り立つ. よって「a ∈ Bまたは a ∈ A」も成り立つから, a ∈ B ∪A

がわかる. 従って, A ∪B ⊂ B ∪ Aとなる.

2. B ∪ A ⊂ A ∪ Bを示す. 任意の a ∈ B ∪ Aに対して, 「a ∈ Bまたは
a ∈ A」が成り立つ. よって「a ∈ Aまたは a ∈ B」も成り立つから, a ∈ A∪B

がわかる. 従って, B ∪ A ⊂ A ∪Bとなる.

3. 1.と 2.より, A ∪ B ⊂ B ∪ Aと B ∪ A ⊂ A ∪ B がわかったので,

A ∪B = B ∪ Aとなる. □

注意 1.6.

定理 1.2の証明で 1.と 2.は同じように見えると思う. 実際, 証明に本質的
な違いは何もない. しかし, 最初のうちは, どんなに当たり前だと思うことで
あっても, きちんと書く癖をつけて欲しい5. 特に, 同様であるなどで済ますの
は, しばらくは使わないようにすること. 教科書などで書かれている「同様で
ある」は, 「同様であるから自分で確かめてみよ」という意味である. より専
門的な問題では,「同様である」が同様では証明できないことなどがよくある.

問題 1.4.

定理 1.2において, A ∩B = B ∩ Aを示せ.

5当たり前と思うことに証明をつけることは, 案外難しいことが多い.
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注意 1.7.

教科書によっては, 次のような証明を書いてあることがある.

x ∈ A ∪B ⇔ x ∈ A or x ∈ B

⇔ x ∈ B or x ∈ A

⇔ x ∈ B ∪ A.

この証明を日本語で書き下したものが「証明 (その 1)」である.

定理 1.2の証明には, 「または」がでてくる. 「または」はどのように扱う
かが見えるようにした証明の書き方をしてみよう.

定理 1.2の証明 その 2.

A ∪B ⊂ B ∪ Aのみ示す. 逆の包含関係B ∪ A ⊂ A ∪B は各自試みよ.

任意の a ∈ A∪Bに対して,「a ∈ Aまたは a ∈ B」が成り立つ. そこで, 場
合わけをする.

Case 1. a ∈ Aが成り立つならば,「a ∈ Bまたは a ∈ A」が成り立つ. よっ
て, a ∈ B ∪ Aが成り立つ.

Case 2. a ∈ Bが成り立つならば,「a ∈ Bまたは a ∈ A」が成り立つ. よっ
て, a ∈ B ∪ Aが成り立つ.

よって,どちらの場合についてもa ∈ B∪Aが成り立つ. 従って, A∪B ⊂ B∪A
が示された. □

注意 1.8.

「または」が仮定されているときは, どちらかが成り立つから (いいかえる
と両方が成り立っていると仮定できないから), 場合わけを使う必要がある場合
が多い. 逆に「または」を示すときには, どちらか片方を示せばよいのだから,

どちらか片方のみを示すことを考えればよい.

定理 1.3 (結合法則).

集合A, B, Cに対して, 次が成り立つ.

(1) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C);

(2) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C).

結合法則についても, 同値の考え方に近い証明の仕方と「かつ」の扱い方が
見えるようにした証明の仕方をしてみよう.

定理 1.3の証明 その 1.

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)のみ示す.

1. (A ∩ B) ∩ C ⊂ A ∩ (B ∩ C)を示す. 任意の a ∈ (A ∩ B) ∩ Cに対して,

「a ∈ A∩Bかつ a ∈ C」が成り立つ. よって,「[a ∈ Aかつ a ∈ B]かつ a ∈ C」
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も成り立つから「a ∈ Aかつ [a ∈ Bかつ a ∈ C]」となる. よって, 「a ∈ Aか
つ a ∈ B ∩ C」となるから, a ∈ A ∩ (B ∩ C)が成り立つ.

2. (A ∩ B) ∩ C ⊃ A ∩ (B ∩ C)を示す. 任意の a ∈ A ∩ (B ∩ C)に対して,

「a ∈ Aかつ a ∈ B ∩C」が成り立つ. よって,「a ∈ Aかつ [a ∈ Bかつ a ∈ C]」
も成り立つから「[a ∈ Aかつ a ∈ B]かつ a ∈ C」となる. よって,「a ∈ A∩B

かつ a ∈ C」となるから, a ∈ (A ∩B) ∩ Cが成り立つ.

3. 1.と 2.により, (A∩B)∩C ⊂ A∩ (B∩C)とA∩ (B∩C) ⊂ (A∩B)∩C

がわかったので, A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ Cとなる. □

注意 1.9.

「証明 (その 1)」を論理記号の⇔を用いて簡潔に書くと, 次のようになる.

x ∈ A ∩ (B ∩ C) ⇔ x ∈ A and x ∈ B ∩ C

⇔ x ∈ A and (x ∈ B and x ∈ C)

⇔ (x ∈ A and x ∈ B) and x ∈ C

⇔ (x ∈ A ∩B) and x ∈ C

⇔ x ∈ (A ∩B) ∩ C

このノートでは, この書き方を推奨しない. 自分のノートや計算用紙にこの書
き方をするのはよいが, 証明として書く時には, 「証明 (その 1)」のように, 日
本語を用いて説明を書くべきである. なぜなら, この書き方は説明をしたもの
ではないからである. さらに証明を書く時には「正確で高尚な表現」が求めら
れるからである6.

注意 1.10.

証明を書くときは, 各ステップ毎に何を示すのか？を書く方があとで読み返
すときや相手に伝えるときににわかりやすい.

定理 1.3の証明 その 2.

(A∩B)∩C ⊂ A∩(B∩C)のみ示す. 逆の包含関係A∩(B∩C) ⊂ (A∩B)∩C
は各自試みよ.

任意の a ∈ (A ∩ B) ∩ C に対して, 「a ∈ A ∩ Bかつ a ∈ C」が成り立つ.

よって,「[a ∈ A かつ a ∈ B]かつ a ∈ C」が成り立つ. 「a ∈ Aかつ [a ∈ Bか
つ a ∈ C]」を示すために, 二つの主張 a ∈ A と「a ∈ Bかつ a ∈ C」を示す.

1. a ∈ Aを示す. 「a ∈ Aかつ a ∈ B」が成り立つから, とくに a ∈ Aも成
り立つ.

6高木 [7]は多くの編者によって編集が加えられているが, 「異質な日本語が入らないよう
にすること」に苦労されていることが編者の前書きに書かれている.
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2. 「a ∈ Bかつ a ∈ C」を示す. 「a ∈ Aかつ a ∈ B」が成り立つから,とく
に a ∈ Bも成り立つ. また a ∈ Cも成り立っていたから, 「a ∈ Bかつ a ∈ C」
が成り立つ.

よって, 「a ∈ Aかつ [a ∈ Bかつ a ∈ C]」が成り立つから, 「a ∈ Aかつ
a ∈ B ∩ C」となるので, a ∈ A ∩ (B ∩ C)が示された. □
注意 1.11.

「かつ」が仮定されているときは, 両方が成り立つから, 示したいことにあ
わせて, 使いたいほうを選んで使ってよい. 逆に「かつ」を示すときには, 両方
を示す必要があるから, それぞれの主張を示す必要がある. 従って, 示すことを
二つにわける必要がある場合が多い.

問題 1.5.

定理 1.3において, (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)を示せ.

定理 1.4 (分配法則).

集合A, B, Cに対して, 次が成り立つ.

(1) (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C);

(2) (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

証明.

(1) 1. (A∩B)∪C ⊂ (A∪C)∩ (B∪C)を示す. 任意の a ∈ (A∩B)∪Cに対
して,「a ∈ A∩Bまたは a ∈ C」が成り立つ. よって「[a ∈ Aかつ a ∈ B]また
は a ∈ C」となるから「[a ∈ Aまたは a ∈ C]かつ [a ∈ Bまたは a ∈ C]」が得
られる. だから「a ∈ A∪Cかつ a ∈ B∪C」となるので, a ∈ (A∪C)∩ (B∪C)

が成り立つ.

2. (A∩B)∪C ⊃ (A∪C)∩ (B ∪C)を示す. 任意の a ∈ (A∪C)∩ (B ∪C)

に対して, 「a ∈ A ∪ C かつ a ∈ B ∪ C」が成り立つ. よって「[a ∈ Aまたは
a ∈ C]かつ [a ∈ Bまたは a ∈ C]」が成り立つ. ここから,「[a ∈ Aかつ a ∈ B]

または a ∈ C」が成り立つことを示す.

a ∈ C のときに「[a ∈ Aかつ a ∈ B]または a ∈ C」は成立しているから,

a ̸∈ Cのときを考える. このとき, 「a ∈ Aまたは a ∈ C」から a ∈ Aが成り立
つ. また, 「a ∈ Bまたは a ∈ C」から a ∈ Bも成り立つ. よって, a ̸∈ Cのと
きは「a ∈ Aかつ a ∈ B」が成り立つことがわかるので, 「[a ∈ Aかつ a ∈ B]

または a ∈ C」が成り立つ.

従って, 「a ∈ A ∩ Bまたは a ∈ C」となるから a ∈ (A ∩ B) ∪ C となる.

よって, (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) ⊂ (A ∩B) ∪ Cとなる.

3. 1.と 2.により, (A∩B)∪C ⊂ (A∪C)∩ (B ∪C)と (A∪C)∩ (B ∪C) ⊂
(A ∩B) ∪ Cがわかったので, (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)がわかる.
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(2) 1. (A∪B)∩C ⊂ (A∩C)∪ (B ∩C)を示す. 任意の a ∈ (A∪B)∩Cに
対して,「a ∈ A∪Bかつ a ∈ C」が成り立つ. とくに a ∈ A∪Bより,「a ∈ A

または a ∈ B」が成り立つ. ここで, 場合わけをする.

もし, a ∈ Aならば, a ∈ Cだったことから, a ∈ A ∩Cが成り立つ. よって,

a ∈ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)も成り立つ.

逆にもし, a ∈ Bならば, a ∈ Cだったことから, a ∈ B∩Cが成り立つ. よっ
て, a ∈ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)も成り立つ.

いずれにせよ, a ∈ (A∩C)∪(B∩C)となることがわかったので, (A∪B)∩C ⊂
(A ∩ C) ∪ (B ∩ C)が成り立つ.

2. (A∪B)∩C ⊃ (A∩C)∪ (B ∩C)を示す. 任意の a ∈ (A∩C)∪ (B ∩C)

に対して, 「a ∈ A ∩ C または a ∈ B ∩ C」が成り立つ. ここで場合わけして
みる.

a ∈ A ∩ Cならば, 「a ∈ Aかつ a ∈ C」より, a ∈ A ∪ Bも成り立つ. よっ
て, a ∈ (A ∪B)と a ∈ Cがともに成り立つから, a ∈ (A ∪B) ∩ Cが成り立つ.

逆に a ∈ B ∩ Cならば, 「a ∈ Bかつ a ∈ C」より, a ∈ A ∪ Bも成り立つ.

よって, a ∈ (A ∪ B)と a ∈ Cがともに成り立つから, a ∈ (A ∪ B) ∩ Cが成り
立つ.

いずれにせよ, a ∈ (A∪B)∩Cが成り立つから, (A∪B)∩C ⊃ (A∩C)∪(B∩C)

が成り立つ.

3. 1.と 2.により, (A∪B)∩C ⊂ (A∩C)∪ (B ∩C)と (A∩C)∪ (B ∩C) ⊂
(A ∪B) ∩ Cがわかったので, (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)がわかる.

□

注意 1.12.

定理 1.4の証明で (1) 2.はやや煩雑である. 第 4章で, 「[a ∈ Aまたは
a ∈ C]かつ [a ∈ Bまたは a ∈ C]」と「[a ∈ Aかつ a ∈ B]または a ∈ C」は実
は同じ主張であることを説明する.

とはいえ, 2.での証明のアイデアも非常に重要である. 「Aまたは B」が
成り立つことを示すのに, Bが成り立たないと仮定してAが成り立つことを示
す議論はよく用いられる.

定理 1.5 (de Morganの法則).

集合A, Bに対して, 次が成り立つ.

(1) (A ∩B)c = Ac ∪Bc;

(2) (A ∪B)c = Ac ∩Bc.

証明.

(A ∩B)c = Ac ∪Bcのみ示す.
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1. 任意の a ∈ (A∩B)cに対して,「a /∈ A∩B」だから「[a ∈ Aかつ a ∈ B]

の否定」が成り立つ. よって, 「a /∈ Aまたは a /∈ B」となるから, 「a ∈ Acま
たは a ∈ Bc」, すなわち a ∈ Ac ∪Bcが成り立つ. 従って, (A ∩B)c ⊂ Ac ∪Bc

が成り立つ.

2. 任意の a ∈ Ac ∪ Bcに対して, 「a ∈ Acまたは a ∈ Bc」だから「a /∈ A

または a /∈ B」が成り立つ. これは, 「[a ∈ Aかつ a ∈ B]の否定」だったこと
に注意すると, 「a ∈ A ∩ Bの否定」となるから a /∈ A ∩ Bが成り立つ. 従っ
て, a ∈ (A ∩B)cだから, Ac ∪Bc ⊂ (A ∩B)cが成り立つ.

3. 1.と 2.により, (A∩B)c ⊂ Ac ∪BcとAc ∪Bc ⊂ (A∩B)cが成り立つか
ら, Ac ∪Bc = (A ∩B)cが成り立つ. □

問題 1.6.

de Morganの法則を差集合を用いて記述せよ. 例えば, 集合 X, A ⊂ X,

B ⊂ Xについて, (A ∩B)c = X \ (A ∩B)がどう書けるか？

問題 1.7.

de Morganの法則をベン図を用いて説明せよ. ベン図は証明にはならない
が, 主張や証明を理解する手助けになる.

注意 1.13.

「a ∈ A かつ a ∈ B」が成り立たないとはどういうことかに注意して欲し
い. 「a ∈ A かつ a ∈ B」とは「a ∈ Aと a ∈ Bの両方が成り立つこと」だか
ら, これが成り立たないということは,「a ∈ Aと a ∈ Bのどちらか一方は成り
立たない」ということである. すなわち「a /∈ Aか a /∈ Bのどちらかが成り立
つ」ことになる. これは,「a /∈ Aまたは a /∈ B」が成り立つことと同じである.

同じようにして, 「a ∈ A または a ∈ B」が成り立たないということは,

「a ∈ A か a ∈ Bのどちらかが成り立つ」が成立しないことだから「a ∈ Aと
a ∈ Bの両方が成り立たない」, つまり「a /∈ Aかつ a /∈ B」ということになる.

問題 1.8.

定理 1.5において, (A ∪B)c = Ac ∩Bcを示せ.

3. 直積集合

平面や空間を考える上で集合の積が重要になる. 高校で学んだ関数のグラ
フも直積集合の部分集合と考えることができる.

定義 1.7 (直積集合).

集合A, Bに対して, 直積集合A×Bを

A×B := {(a, b) : a ∈ Aかつ b ∈ B}
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で定義する.

例 1.7.

直積集合の具体例をあげる.

• 集合A = {1, 2, 3}, B = {4, 5}に対して,

A×B = {(1, 4), (1, 5), (2, 4), (2, 5), (3, 4), (3, 5)}.

Aの元の数が 3個, Bの元の数が 2個, A × Bの元の個数が 3 × 2 = 6

個となっていることに注意して欲しい.

• R × R = {(x, y) : x ∈ R, y ∈ R}である. R2 = R × R と書く.

R ⊂ R× Rではないことに注意せよ.7

• R× (0,∞) = {(x, y) : x ∈ R, 0 < y < ∞}である. R2
+ := R× (0,∞)

と書く (半空間という). このとき, R2
+ ⊂ R2となる.

• N× R = {(n, x) : n ∈ N, x ∈ R}
• n次元空間Rnを

Rn := R× R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n 個

で定める.

Rn = {(x1, x2, . . . , xn) : x1 ∈ R, x2 ∈ R, . . . , xn ∈ R}

である.

例 1.8 (線形代数学).

a⃗ =

(
a1
a2

)
が平面ベクトルのとき, a⃗ ∈ R2と書く. また, b⃗ =

 b1
b2
b3

 が
空間ベクトルのとき, b⃗ ∈ R3と書く.

2次の正方行列のなす集合

M2(R) :=
{(

a11 a12
a21 a22

)
:任意の i, j = 1, 2に対して aij ∈ R

}
はM2(R) ∼= R4とできる. この∼=の意味については, 代数学幾何学で学ぶ.

定理 1.6.

集合A,B,Cについて, 次が成り立つ.

(1) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C)

(2) A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C)

7ただし, Rと R× {0}を同じものとみなして, R ⊂ R× Rとみなすことがある.
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証明.

A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C)のみ示す.

1. A× (B ∪ C) ⊂ (A×B) ∪ (A× C)を示す.

示すべきことは任意の (a, b) ∈ A× (B ∪C)に対して, (a, b) ∈ (A×B) ∪
(A× C)だから, 「(a, b) ∈ (A× B)または (a, b) ∈ (A× C)」である. 定
義 1.7より (a, b) ∈ A×B を示すには,「a ∈ Aかつ b ∈ B」を示せばよい.

任意の (a, b) ∈ A × (B ∪ C)に対して, 「a ∈ Aかつ b ∈ B ∪ C」が成り立つ.

よって, とくに「b ∈ Bまたは b ∈ C」が成り立つ. (a, b) ∈ (A×B) ∪ (A× C)

を示すために場合わけをする.

b ∈ Bならば, a ∈ Aだったから (a, b) ∈ A × Bとなる. よって, (a, b) ∈
(A×B) ∪ (A× C)が成り立つ.

逆に b ∈ C ならば, a ∈ Aだったから (a, b) ∈ A × C となる. よって,

(a, b) ∈ (A×B)∪ (A×C)が成り立つ. いずれにせよ (a, b) ∈ (A×B)∪ (A×C)

が成り立つ.

2. A×(B∪C) ⊃ (A×B)∪(A×C)を示す. 任意の (a, b) ∈ (A×B)∪(A×C)

に対して, 「(a, b) ∈ A× Bまたは (a, b) ∈ A× C」が成り立つ. そこで場合わ
けして, (a, b) ∈ A× (B ∪ C)を示す.

(a, b) ∈ A × Bならば「a ∈ Aかつ b ∈ B」となるから, とくに定理 1.1よ
り「b ∈ B ⊂ B ∪ C」となる. よって, b ∈ B ∪ Cだから (a, b) ∈ A × (B ∪ C)

である.

逆に (a, b) ∈ A×Cならば「a ∈ Aかつ b ∈ C」となるから, とくに定理 1.1

より「b ∈ C ⊂ B ∪C」となる. よって, b ∈ B ∪Cだから (a, b) ∈ A× (B ∪C)

である. いずれにせよ (a, b) ∈ A× (B ∪ C)が得られた. □

問題 1.9.

定理 1.6において, A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C) を示せ.

4. 演習問題

問題 1.10.

集合A,Bに対して, A \ B = Aが成り立つこととA ∩ B = ∅が同値となる
ことを示せ. つまり, A \ B = Aが成り立つならばA ∩ B = ∅が成り立つこと
と, 逆にA ∩B = ∅が成り立つならばA \B = Aが成り立つことを示せ.

問題 1.11.

A,Bを集合としたとき, 次が互いに同値であることを示せ.
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(1) A ⊂ B

(2) A ∪B = B

(3) A ∩B = A

(4) A \B = ∅

問題 1.12.

A,Bを集合としたとき, A△B := (A \B) ∪ (B \ A) と定める8. 集合A, B,

Cに対して次を示せ.

(1) A△B = B△A

(2) (A△B)△C = A△(B△C)

(3) A△B = ∅
(4) A△∅ = A

(5) 任意の集合A, Bに対して, A△X = Bをみたす集合Xがただ一つ存
在する.

問題 1.13.

集合X, Y , A ⊂ X, B ⊂ Y に対して

(X × Y ) \ (A×B) = ((X \ A)× Y ) ∪ (X × (Y \B))

が成り立つことを示せ.

8A△B を Aと B の対称差という.



第 2 章

写像

以下, この章ででてくる集合は常に空でないとする.

1. 写像とは何か？

高校までに, 二次関数や三次関数を勉強したと思う. また, 三角関数や指数
関数,対数関数も学んだと思う. また, 関数の書き方として, y = f(x)なる書き
方もよく使っていた. これらについて, 簡単に復習してみよう.

関数 f(x)の形の典型例 xの範囲 yの範囲
三次関数 f(x) = x(x+ 1)(x− 1) −∞ < x < ∞ −∞ < y < ∞
三角関数 f(x) = sinx −∞ < x < ∞ −1 ≤ y ≤ 1

指数関数 f(x) = ex −∞ < x < ∞ 0 < y < ∞
対数関数 f(x) = log x 0 < x < ∞ −∞ < y < ∞

さて, すぐにわかることとして, 対数関数 f(x) = log xでは xの範囲とし
て−∞ < x ≤ 0では定義できない. また, 三角関数 f(x) = sin xにおいては,

−∞ < x < ∞では, yの範囲は−1 ≤ y ≤ 1としてもよいことがわかる.

高校の数学で関数とは何か？ということは実は書かれているのだが, 少し曖
昧なところがある. この関数というものは何かを厳密に定義しよう.

定義 2.1 (写像).

X, Y を集合とする. f が集合X から集合 Y への写像であるとは, 任意の
x ∈ Xに対して, xによって決まるただ一つの元 y ∈ Y を対応させる規則のこ
とをいう. このとき, f : X → Y と書き, X を f の定義域, Y を f の値域とい
う. そして, x ∈ Xに対して, 対応する Y の元 yを f(x) = y ∈ Y と書き, xにお
ける f の値という. さらに, Y = Rのとき, f を (実数値)関数という.

注意 2.1.

関数や写像とは f のことであって, f(x)のことではない. ただし, 関数 f(x)

という書き方をする本はたくさんある. 専門書であっても正しくない表現をし
ていることがあるので注意すること.1

1関数 f(x)という表現を使ってしまうと, 関数を値にとる写像を考えるときに何を考えて
いるのかわからなくなる. 実際に共役空間など, 関数を値にとる写像を考えることがある.

23
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例 2.1 (写像でない例).

大抵の場合は写像しか考えないが, どういうことをすると写像にならないの
かを先に説明しよう. 以下, X, Y は定義 2.1にあらわれる集合とする.

• (定義域に問題がある場合) X = Y = Rとして, f : R → Rを x ∈ Rに
対して f(x) = log xにより定めようとすると, f は写像にならない. な
ぜなら, 0,−1 ∈ Rであるが, f(0) = log 0や f(−1) = log(−1)を定め
ることができないからである.

• (値域に問題がある場合) X = R, Y = (0,∞)として, f : R → (0,∞)

を x ∈ Rに対して f(x) = cosxにより定めようとすると, f は写像に
ならない. なぜなら, π ∈ Rであるが, f(π) = cos π = −1 /∈ (0,∞)だ
からである.

• (一つずつ対応していない例) X = Y = Cとして, f : C → Rを z ∈ C
に対して f(z) =

√
zにより定めようとすると, fは写像にならない. な

ぜなら, i =
√
−1として 2i ∈ Cであるが,

(1 + i)2 = 2i, (−1− i)2 = 2i

より
f(2i) =

√
2i = 1 + iまたは− 1− i

となり, f(2i)の値が一つに定まらないからである2.

例 2.2 (写像の例).

写像の例と, 最も厳密な写像の定義の書き方を述べる. 写像をきちんと定
義できることはどの分野でも重要である.

• 写像 f1 : (0,∞) → Rを任意の x ∈ (0,∞)に対して

f1(x) := x2

により定める.

• 写像 f2 : R → Rを任意の x ∈ Rに対して

f2(x) := x2

により定める.

• 写像 g1 : R → [0,∞)を任意の x ∈ Rに対して

g1(x) := x2

により定める.

2x ∈ Rの場合, y =
√
xは y2 = xとなる非負の数と定義されていたことに注意せよ. 複素

数については, 正負や不等式の概念は, 通常は定義しない
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• 写像 g2 : R → Rを任意の x ∈ Rに対して

g2(x) := x2

により定める.

これらのように写像を定義するときは, 定義域X, 値域 Y , 任意の x ∈ X に対
する f(x) ∈ Y の 3つを明らかにする必要がある. 高校までの数学で関数を定
義するときは, 定義域や値域をきちんと明らかにしていなかったこともあるか
と思う. 定義域や値域をきちんと決めることはとくに注意すること.

注意 2.2.

例 2.2において, f1と f2, g1と g2は別の写像として考える必要がある. f1
も f2も同じ x2で定まっているから, 同じ写像 (関数)と思うかもしれないが, f1
と f2は定義域が異なっている. このことはとても重要な違いで, f1は成り立っ
ているが f2では成り立っていない性質がある. 同様に, g1と g2は同じ x2で定
まっているが, g1と g2は値域が異なっている. このこともとても重要な違いで
あり, g1は成り立っているが g2では成り立っていない性質がある. どのような
性質が成り立っていないのかはあとで説明するが, f1と f2, g1と g2にどのよう
な違いがあるかを考えてみて欲しい.

問題 2.1.

写像 f と gの定義域と値域を次の形になるように定めよ.

f(z) =
z + 1

z − 1
, g(w) =

√
1− w2

注意 2.3.

例 2.2の書き方は厳密ではあるが, 書くことが面倒でもある. そこで, 次の
ような書き方もよく使う.

(1) f1 : (0,∞) → Rを

f1(x) := x2 (x ∈ (0,∞))

により定義する.3

(2) f1 : (0,∞) → Rを f1 : (0,∞) ∋ x 7→ x2 ∈ Rにより定義する. 矢印に
縦棒がついていることに注意せよ.4

問題 2.2.

例 2.2の写像 f2, g1, g2を注意 2.3の書き方を使って書いてみよ.

3f1(x) := x2, x ∈ (0,∞)と丸括弧を書かなくてもよい.
4∈を 90度回転させて縦書きをすることもある.
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例 2.2の f1は f2の写像の定義域を (0,∞) ⊂ Rに制限することによって得
られる. このとき, f1を f2|(0,∞)と書く. より一般の形で述べよう.

定義 2.2 (制限写像).

集合X, Y と写像 f : X → Y , 部分集合A ⊂ Xに対して, f のAによる制限
f |A : A → Y を x ∈ Aに対して

f |A(x) := f(x)

によって定義する.

第 1章の定義 1.3で集合が等しいとはどういうことかを定義した. 同じよ
うに, 写像が等しいとはどういうことかを定義しよう.

定義 2.3 (写像の等号).

集合X, Y に対して, 写像 f : X → Y と g : X → Y が等しいとは, 任意の
x ∈ Xに対して

f(x) = g(x)

が成り立つことをいう. このとき f = g と書く (f ≡ g と書くこともある).

f = gが成り立たないとき f ̸= gと書く.

例 1.4において, f1 ̸= f2である. なぜなら, f1と f2は定義域が違うからで
ある. 同様に g1 ̸= g2である. なぜなら, g1と g2の値域が違うからである. 写像
の定義域や値域が違うときは, 写像が等しくならないことに注意せよ.

例 2.3 (写像の等号の例).

f : R → Rと g : R → Rを任意の x ∈ Rに対して

f(x) := sin2 x, g(x) = 1− cos2 x

により定義する. このとき, f = gである.

証明.

f と gの定義域, 値域がそれぞれ等しいことは明らかだから, 示すことは,

任意の x ∈ Rに対して f(x) = g(x)であることである.

fとgの定義域と値域はそれぞれ等しい. 任意のx ∈ Rに対して, sin2 x+cos2 x =

1だから
f(x) = sin2 x = 1− cos2 x = g(x)

となるので, f(x) = g(x)がわかる. 従って, f = gとなる. □
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例 2.4 (写像が等号にならないこと).

f : R → Rと g : R → Rを任意の x ∈ Rに対して

f(x) := cosx, g(x) := 1− 1

2
x2

により定義する. このとき, f ̸= gである.

証明.

fと gの定義域,値域はそれぞれ等しいから,示すことは「任意のx ∈ Rに
対して f(x) = g(x)」が成り立たないことである. だから, 「ある x0 ∈ R
に対して f(x0) ̸= g(x0)」を示せばよい.

x0 =
π

2
∈ Rとおくと,

f(x0) = f
(π
2

)
= 0, g(x0) = g

(π
2

)
= 1− π2

8
̸= 0 = f(x0)

である. 従って, f ̸= gである. □

注意.

もし, 1 − π2

8
̸= 0であることをきちんと証明したいなら, 例えば, 次のよう

にすればよいだろう. π > 3から π2 > 9となる. 従って,

1− π2

8
< 1− 9

8
= −1

8
< 0

だから, 特に 1 − π2

8
̸= 0である. このように, 等しくないことを厳密に証明す

るのは面倒になることが多い.

次に, 二つの写像から新しい写像を定める方法を述べる.

定義 2.4 (合成写像).

X, Y, Zを集合とし, f : X → Y , g : Y → Zを写像とする. このとき, f と g

の合成写像 g ◦ f : X → Zを x ∈ Xに対して

g ◦ f(x) := g(f(x))

によって定める.
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例 2.5.

f : R → (0,∞), g : (0,∞) → Rを, 任意の x ∈ R, y ∈ (0,∞)に対してそれ
ぞれ

f(x) = x2 + 1, g(y) = log y

により定める. このとき, fの値域と gの定義域が等しいことから g ◦f : R → R
を定めることができて, 任意の x ∈ Rに対して

g ◦ f(x) = g(x2 + 1) = log(x2 + 1)

となる. また gの値域と f の定義域が等しいことから, f ◦ g : (0,∞) → (0,∞)

を定めることができて, 任意の y ∈ (0,∞)に対して,

f ◦ g(y) = f(log y) = log2 y + 1

となる. しかし, g ◦ gは gの値域と gの定義域が異なる, すなわち (0,∞) ̸= R
だから定めることができない.

注意 2.4.

f も定義域と値域が異なるが, (0,∞) ⊂ Rだから, 実は f ◦ f を定めること
ができて, 任意の x ∈ Rに対して

f ◦ f(x) = (x2 + 1)2 + 1

となる. 一般に集合X,Y, Z,W が Y ⊂ Z をみたすとき, 写像 f : X → Y と
g : Z → W の合成 g ◦ f を定義することができる.

注意.

行列の掛け算が定義できるか否かは, 実は合成写像が定義できるか否かと関
係がある. m,n, l ∈ Nと (l × n)行列A, (m × l)行列Bに対して, 積BAが定
義できるが, 積ABは (m ̸= nであれば)定義できないのであった. これは写像
g ◦ f が定義できても f ◦ gが定義できるとは限らないことと同じことを主張し
ている. 行列が線形写像の表現になることを勉強することで, この注意の意味
を再確認できるであろう.

問題 2.3.

二つの写像 f : R → R, g : R → Rを任意の x ∈ Rに対して

f(x) = 3x+ 1, g(x) =
1

x2 + 1

で与える. x ∈ Rに対して, 合成写像 f ◦ g(x), g ◦ f(x), f ◦ f(x), g ◦ g(x)を求
めよ.
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問題 2.4.

写像 f , gの値がそれぞれ

f(x) = x+
1

x
, g(y) = log(1 + y)

となるとする.

(1) f と gの定義域と値域を定めて写像を定義せよ.

(2) f ◦ gが定められるように, f と gの定義域と値域を定めよ.

(3) g ◦ f が定められるように, f と gの定義域と値域を定めよ.

定理 2.1 (写像の合成に関する結合法則).

集合X, Y, Z,W と写像 f : X → Y , g : Y → Z, h : Z → W について

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

が成り立つ.

証明.

定義域と値域がそれぞれ等しいことは明らかだから, 示せばいいことは,

任意の x ∈ Xに対して,

h ◦ (g ◦ f)(x) = (h ◦ g) ◦ f(x)

である.

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f の定義域と値域はそれぞれ等しい. 任意の x ∈ Xに対
して,

(h ◦ (g ◦ f))(x) = h(g ◦ f(x)) = h(g(f(x))),

((h ◦ g) ◦ f)(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x)))

が成り立つ. よって, (h ◦ (g ◦ f))(x) = h(g(f(x))) = ((h ◦ g) ◦ f)(x)だから, と
くに (h ◦ (g ◦ f))(x) = ((h ◦ g) ◦ f)(x)がわかる. 従って, h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f
が成り立つ. □

2. 像, 逆像

f : X → Y を写像とする. このときに, 「x ∈ X の動く範囲におうじて,

y ∈ Y の動く範囲を求めよ」や「y ∈ Y の動く範囲におうじて, x ∈ Xの動く範
囲を求めよ」という問題は一次関数や二次関数の問題として,中学, 高校で見た
ことがあるだろう. このことを集合の記法を用いたものが次の像と逆像である.
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定義 2.5 (像, 逆像).

A ⊂ Xに対して,

f(A) := {f(a) ∈ Y : a ∈ A}
を f によるAの像という.

B ⊂ Y に対して

f−1(B) := {x ∈ X : f(x) ∈ B}

を f によるBの逆像という.

例 2.6.

f : R → Rを任意の x ∈ Rに対して

f(x) := x2

で定める. A1, A2, B1, B2 ⊂ Rを

A1 := [−3, 1], A2 := [−1, 2], B1 := [−1, 1], B2 := [1, 9]

で定める. このとき,

f(A1) = {f(a) : a ∈ A1}
= {a2 : a ∈ [−3, 1]} = [0, 9],

f(A2) = {f(a) : a ∈ A2} = [0, 4],

f−1(B1) = {a ∈ R : f(a) ∈ B1}
= {a ∈ R : a2 ∈ [−1, 1]}
= {a ∈ R : −1 ≤ a2 ≤ 1} = [−1, 1],

f−1(B2) = {a ∈ R : f(a) ∈ B2}
= {a ∈ R : 1 ≤ a2 ≤ 9} = [−3,−1] ∪ [1, 3]

となる. 「f(A1)は−3 ≤ x ≤ 1を動くときに y = f(x) = x2が動く範囲」を表
している. また, 「f−1(B1)は−1 ≤ y ≤ 1を動くときに y = f(x) = x2で xが
動く範囲」を表している.

問題 2.5.

例 2.6について, 集合の等号をそれぞれ確認せよ. とくに集合の等号の定義
に従って, それぞれの集合の等号を証明せよ.

定理 2.2.

f : X → Y を写像とし, A1, A2 ⊂ X, B1, B2 ⊂ Y とする. このとき, 次が成
り立つ:
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(1) f(A1 ∪ A2) = f(A1) ∪ f(A2);

(2) f(A1 ∩ A2) ⊂ f(A1) ∩ f(A2);

(3) f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2);

(4) f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2);

(5) A1 ⊂ f−1(f(A1));

(6) f(f−1(B1)) ⊂ B1;

(7) f(A1) \ f(A2) ⊂ f(A1 \ A2);

(8) f−1(B1 \B2) = f−1(B1) \ f−1(B2).

証明.

(1) 1. f(A1 ∪ A2) ⊂ f(A1) ∪ f(A2)を示す. 任意の y ∈ f(A1 ∪ A2)に対し
て, ある x ∈ A1 ∪ A2が存在して, y = f(x)と書ける. 「x ∈ A1または
x ∈ A2」だから, 「f(x) ∈ f(A1)または f(x) ∈ f(A2)」が成り立つ. 従っ
て, y = f(x) ∈ f(A1) ∪ f(A2)が成り立つ.

2. f(A1) ∪ f(A2) ⊂ f(A1 ∪A2)を示す. 任意の y ∈ f(A1) ∪ f(A2)に対
して, 「y ∈ f(A1)または y ∈ f(A2)」が成り立つから,

「x1 ∈ A1が存在して y = f(x1)」または「 x2 ∈ A2が存在して y = f(x2)」

が成り立つ. x1 ∈ A1が存在して y = f(x1)ならば, A1 ⊂ A1 ∪ A2より,

x1 ∈ A1∪A2だから, y = f(x1) ∈ f(A1∪A2)となる. 同様にして, x2 ∈ A2が
存在して, y = f(x2)ならば, A2 ⊂ A1∪A2を使って, y = f(x2) ∈ f(A1∪A2)

がわかる. 従って, どちらの場合でも, y ∈ f(A1 ∪ A2)が成り立つ.

(2) (1)の証明にならって, 各自, 証明せよ. (1)と違い, 等号が成立しないこと
に注意.

(3) あとの (4)の証明にならって, 各自, 証明せよ.

(4) 1. f−1(B1 ∩B2) ⊂ f−1(B1) ∩ f−1(B2)を示す. 任意の x ∈ f−1(B1 ∩B2)

に対して, f(x) ∈ B1 ∩ B2が成り立つ. よって, 「f(x) ∈ B1かつ f(x) ∈
B2」が成り立つから, 「x ∈ f−1(B1)かつ x ∈ f−1(B2)」となる. 従って,

x ∈ f−1(B1) ∩ f−1(B2) が成り立つ.

2. f−1(B1) ∩ f−1(B2) ⊂ f−1(B1 ∩ B2)を示す. 任意の x ∈ f−1(B1) ∩
f−1(B2)に対して,「x ∈ f−1(B1)かつ x ∈ f−1(B2)」が成り立つことから,

「f(x) ∈ B1かつ f(x) ∈ B2」が成り立つ. よって, f(x) ∈ B1 ∩B2となるか
ら, x ∈ f−1(B1 ∩B2)となる.

(5) 任意の x ∈ A1に対して, 示したいことは x ∈ f−1(f(A1))だから, f(x) ∈
f(A1)であることを示せばよい. x ∈ A1だったから, f(x) ∈ f(A1)は成立
する. 従って, x ∈ f−1(f(A1))も成立する.
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(6) 任意の y ∈ f(f−1(B1))に対して, ある x ∈ f−1(B1)がとれて, y = f(x)

と書ける. また, x ∈ f−1(B1)だから, f(x) ∈ B1 が成り立つ. 従って,

y = f(x) ∈ B1が成り立つ.

(7) 各自, 証明せよ.

(8) 各自, 証明せよ.

□

注意 2.5.

定理 2.2の (2), (5), (6), (7)について, 等号は一般に成立しないことを説明
しよう. 例 2.6の f , A1 = [−3, 1], A2 = [−1, 2], B1 = [−1, 1]について

f(A1 ∩ A2) = f([−1, 1]) = [0, 1]

f(A1) ∩ f(A2) = [0, 9] ∩ [0, 4] = [0, 4] ̸= f(A1 ∩ A2)

f−1(f(A1)) = f−1([0, 9]) = [−3, 3] ̸= A1

f(f−1(B1)) = f([1, 1]) = [0, 1] ̸= B1

f(A1) \ f(A2) = [0, 9] \ [0, 4] = (4, 9]

f(A1 \ A2) = f([−3, 1)) = (1, 9] ̸= f(A1) \ f(A2)

となり, 一般に等号が成立しないことがわかる.

問題 2.6.

定理 2.2において, (2), (3), (7), (8)を証明せよ.

問題 2.7.

注意 2.5のそれぞれの集合の等号を確認せよ.

3. 全射, 単射, 逆写像

先の例 2.6において, f(1) = f(−1) = 1であった. つまり, 1 ∈ Rに対して,

f(x) = 1となる x ∈ Rが二つ (以上)あることになる. つまり, y = 1に対して
は, y = f(x)となる xが二つ以上あるから, 逆関数が作れないことになる. 逆
関数 (より正確には逆写像)が定められるためには写像 f になんらかの条件を
課さないといけない. この節では, 逆写像が作れるための条件を考えることに
する.

定義 2.6 (単射).

X, Y を集合, f : X → Y を写像とする. fが単射であるとは,任意のx1, x2 ∈
Xに対して f(x1) = f(x2)ならば x1 = x2 が成り立つことをいう.
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注意 2.6.

単射が成り立たないことは, 「ある x1, x2 ∈ X が存在して, f(x1) = f(x2)

かつ x1 ̸= x2」となることである. 一般に「PならばQ」の否定は, 「Pが成り
立つがQが成り立たない」になる5. 詳しくは第 4章で説明する.

注意 2.7.

f : X → Y が単射であることは, 次と同値である.

(1) 任意の x1, x2 ∈ Aに対して,

x1 ̸= x2 =⇒ f(x1) ̸= f(x2)

が成り立つ. これは, 定義の「ならば」に対して対偶をとったものであり,

意味は定義よりもわかりやすいだろう. しかし, 証明にはあまり向かない.

なぜなら, 等しくないことを示すのは, 等しいことを示すよりも難しいこと
が多いからである.

(2) 任意の y ∈ Y に対して, f−1({y})はたかだか一点の集合となる. これをみ
ると, 逆像の記号が逆写像の記号となっていてもそれほど不思議ではない
ことがわかるだろう. ただし, f−1({y})は空集合もありうることに注意す
ること.

例 2.7.

例 2.2の f1 : (0,∞) → R, f2 : R → Rを例にする. すなわち

f1(x) := x2 (x ∈ (0,∞))

f2(x) := x2 (x ∈ R)

である. このとき, f1は単射であり, f2は単射でない.

例 2.7の証明.

1. f1が単射になることを示す.

示すことは, 任意の x1, x2 ∈ (0,∞)に対して, f1(x1) = f1(x2) を仮定し
て, x1 = x2が成り立つことである.

5「Pならば Q」ということは, 「Pを仮定すると Qが必ず成り立つ」ということである.

これが成り立たないということは,「仮定 Pは成立しているが結論Qは成り立たない」という
ことになる. もう少し具体的に, 例えば「ドラえもんがねずみに出会ったならばドラえもんは
気絶する」が正しくないときはどういうことになるのか考えてみて欲しい.
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任意の x1, x2 ∈ (0,∞)に対して, f1(x1) = f1(x2)を仮定すると, x2
1 = x2

2だから,

(x1 + x2)(x1 − x2) = 0である. ここで, x1, x2 > 0だから x1 + x2 ̸= 0であり,

x1 − x2 = 0が従う. よって, x1 = x2が成り立つから, f1は単射である.

2. f2が単射にならないことを示す.

単射でないことを示すには, 否定を示せばよい. つまり, 示すことは「あ
る x1, x2 ∈ Rが存在して, f2(x1) = f2(x2)だが x1 ̸= x2」となることで
ある.

1,−1 ∈ Rに対して f2(1) = f2(−1)だが, 1 ̸= −1. よって, f2は単射でない. □

注意 2.8.

例 2.7の単射性の証明は f(x1) = f(x2)を仮定して x1 = x2を示したが, こ
の証明方法は「何かが唯一つ存在する」の証明をするときによく使う方法であ
る. 実際に「何か」が二つ存在したとして, その二つが等しいことを示すこと
で存在は唯一つということがわかる. このように唯一つ存在するを論理記号で
は ∃1とか ∃!と書く.

単射の場合では, 写像の値に対する定義域の点が一つしかないことを主張し
ている. 実際に値が同じ点が二つあったとして, その二つが等しいことを示し
ているので, 写像の値に対する定義域の点が一つしかないことがわかる.

問題 2.8.

X, Y を集合, f : X → Y を単射とする. このとき, A1, A2 ⊂ X に対して,

f(A1) ∩ f(A2) ⊂ f(A1 ∩ A2), f
−1(f(A1)) ⊂ A1を示せ. 従って, 単射性は定

理 2.2の (2), (5)の等号が成立する十分条件になっている.

さて, 注意 2.7において, f が単射であっても, 任意の y ∈ Y に対して,

f−1({y}) = ∅がありうることを述べた. 逆写像を作るためには, 任意の y ∈ Y

に対して y = f(x)となる x ∈ X が存在しなければならない. この性質を述
べる.

定義 2.7 (全射).

X, Y を集合, f : X → Y を写像とする. f が全射であるとは, 任意の y ∈ Y

に対して, ある x ∈ Xが存在して y = f(x) が成り立つことをいう.

注意 2.9.

全射が成り立たないことは, 「任意の y ∈ Y に対して, ある x ∈ X が存在
して y = f(x)」が成り立たないことである. 「任意」を「ある」, 「ある」を
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「任意」にかえればよかったことに注意すると, 全射が成り立たないことは「あ
る y ∈ Y が存在して, 任意の x ∈ Xに対して y ̸= f(x)」となる.

注意 2.10.

f : X → Y が全射であることと f(X) = Y が成り立つことは同値である.

問題 2.9.

写像 f : X → Y について, 次を示せ.

(1) f が全射ならば, f(X) = Y が成り立つ.

(2) f(X) = Y ならば f は全射である.

例 2.8.

例 2.2の g1 : R → [0,∞), g2 : R → Rを考える. すなわち

g1(x) := x2 (x ∈ R),
g2(x) := x2 (x ∈ R)

を考える. このとき, g1は全射であり, g2は全射ではない.

例 2.8の証明.

1. g1が全射となることを示す.

示すことは「任意の y ∈ [0,∞)に対して, y = g1(x) = x2となる x ∈ R を
みつけること」である.

任意の y ∈ [0,∞)に対して,

x :=
√
y ∈ R

とおくと,

g1(x) = x2 = (
√
y)2 = y

となる. 従って, g1は全射である.

2. g2が全射でないことを示す.

示すことは, 全射の否定だから, 「ある y ∈ Rが存在して, 任意の x ∈ R
に対して, g2(x) = x2 ̸= y」である.

−1 ∈ Rをとると, 任意の x ∈ Rに対して g2(x) = x2 ≥ 0だから, g2(x) = −1と
ならない. すなわち, g2(x) ̸= −1. 従って, g2は全射ではない. □
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問題 2.10.

X, Y を集合, f : X → Y を全射とする. このとき, B ⊂ Y に対して,

B ⊂ f(f−1(B))を示せ. 従って, 全射性は定理 2.2で (6)の等号が成立する条件
となっている.

さて, f : X → Y が全単射であるとは, fが全射かつ単射であるときをいう.

このときは, 全射の性質より, 任意の y ∈ Y に対して, f(x) = yとなる x ∈ X

がとれる. さらに単射の性質より, この xは一意である. 従って, y ∈ Y に対し
て一意に x ∈ Xがとれて, y = f(x)とできる. そこで, この対応を考える.

定義 2.8 (逆写像).

X, Y を集合, f : X → Y を全単射とする. このとき, fの逆写像f−1 : Y → X

を y ∈ Y に対して, f(x) = yとなる x ∈ Xにより定める.

例 2.9.

逆写像の例を述べる. また, 単射であれば, 逆写像を構成することもできる
例を述べる.

• f : (0,∞) → (0,∞)を x ∈ (0,∞)に対して f(x) = x2で定めると, f

は全単射になる (各自, 確かめよ). 従って, f の逆写像 f−1 : (0,∞) →
(0,∞)を定義することができる. 実際, よく知られているように, y ∈
(0,∞)に対して, f−1(y) =

√
yである.

• g : (0,∞) → Rを, x ∈ (0,∞)に対して, g(x) = x2で定めると, gは単
射であるが, 全射ではない (各自, 確かめよ). しかし, y ∈ g((0,∞))に
対して, g(x) = yをみたす x ∈ (0,∞)は一意に決まる. このことから,

h : g((0,∞)) → (0,∞)を y ∈ g((0,∞))に対して, g(x) = yをみたす
x ∈ (0,∞)として定めることができる. この写像 hを g−1と書くこと
がある.

定理 2.3.

X, Y を集合, f : X → Y , g : Y → Xを写像とする. 任意の x ∈ Xに対し
て, g ◦ f(x) = xが成り立つならば, gは全射であり, f は単射である.

系 2.1.

X, Y を集合, f : X → Y , g : Y → Xを写像とする. 任意の x ∈ Xと y ∈ Y

に対して, g ◦ f(x) = xかつ f ◦ g(y) = yが成り立つならば, f は全単射であり,

f−1 = gとなる.

定理 2.3の証明.
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1. f が単射であることを示す. 任意の x1, x2 ∈ Xに対して, f(x1) = f(x2)

と仮定する. このとき, g ◦ f(x1) = x1かつ g ◦ f(x2) = x2より x1 = g ◦ f(x1) =

g ◦ f(x2) = x2だから, x1 = x2が成り立つ.

2. gが全射であることを示す. 任意の x ∈ Xに対して, y = f(x) ∈ Y とお
くと, g ◦ f(x) = xより, g(y) = g(f(x)) = g ◦ f(x) = xとなる. □

問題 2.11.

集合X, Y, Zと写像 f : X → Y , g : Y → Zに対して, 次を示せ.

(1) g ◦ f が単射であれば, f は単射である.

(2) g ◦ f が全射であれば, gは全射である.

問題 2.12.

a < bに対して,閉区間 [0, 1]から閉区間 [a, b]への全単射,および開区間 (0, 1)

から開区間 (a, b)への全単射を与える関数を構成せよ (ヒント:一次関数を考え
よ).

問題 2.13.

AをR値 n次正則行列とし, f : Rn → Rnを x ∈ Rnに対して

f(x) := Ax

により定義する.

(1) f が全単射であることを示せ.

(2) f−1を求めよ.

4. 応用: 指数関数や三角関数の定義

この節では, 黒田 [6]に従った初等関数の定義について説明する. 指数関数
や三角関数は高校では厳密には定義されていなかった. そのために, 三角関数
や指数関数の微分を計算するときに, 直感に頼った計算をせざるを得なかった.

ここでは, 微分積分学におけるいくつかの知識を認めて, 全単射を用いて指数
関数や三角関数の定義を述べる. ただし, 論理に不十分なところをわざと作っ
てあるので, 議論の不備があるところを考えながら読んで欲しい.

まず, 全単射を示すために有用な結果を一つ述べよう.

定理 2.4.

I = [a, b] ⊂ Rを閉区間, f : I → Rは連続な狭義単調増加関数とする. こ
のとき, f は単射となり, f(I)は閉区間となる. よって, g : I → f(I)を任意の
x ∈ Iに対して g(x) = f(x)と定義すると, gは全単射となる.
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4.1. 指数関数. よく知られているように,

g ◦ f(x) = log(ex) = x (x ∈ R)

f ◦ g(y) = elog y = y (y ∈ (0,∞))

であった. ここで,
d

dy
log y =

1

y
だから, 微分積分学の基本定理を用いると

log y =

∫ y

1

1

x
dx

である.

定義 2.9 (指数関数, 対数関数).

log : (0,∞) → Rを任意の y ∈ Rに対して

log y =

∫ y

1

1

x
dx

で定義する. このとき, logは連続で狭義単調増加だから, 定理 2.4 から全単射
になる. そこで, 指数関数 exp : R → (0,∞)を logの逆関数により定義する.

なお, 対数関数と対数関数を定義すれば, 正の実数の巾乗が定義できること
に注意しておこう. 実際に a > 0に対して, ax = ex log aだから, これを定義とし
て採用すればよい. すると, 2

√
2など, 無理数の巾乗を 2

√
2 = e

√
2 log 2と定義す

ることができる.

4.2. 三角関数. 三角関数についても, 指数関数と同じように積分を使って
定義する. 円の方程式 x2 + y2 = 1を y ≥ 0のもとで解くと y =

√
1− x2である

が, このとき, 円上の点 (x, y)と (1, 0)のなす角を θ(x)と書くとラジアンの定義
から, θ(x)は (1, 0)から (x, y)までの長さであった. これを積分で表すと

θ(x) :=

∫ 1

x

√
1 +

(
dy

dx
(t)

)2

dt =

∫ 1

x

1√
1− t2

dt

となる. ところで, x = cos θ(x)だったから, θは cosの逆関数である. さら
に, 単位円の弧長は 2πだったから, (1, 0)から (−1, 0)までの長さが π, すなわ
ち θ(−1) =: πとなる. 以上をまとめて, 次の定義を得る.

定義 2.10 (余弦関数, 逆余弦関数).

arccos : [−1, 1] → [0, π] を y ∈ [−1, 1]に対して

arccos(y) :=

∫ 1

y

1√
1− x2

dx
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により定義する. この関数 arccosは連続で狭義単調減少関数だから, 定理 2.4

を用いると全単射になることがわかる. そこで, cos : [0, π] → [−1, 1]を arccos

の逆関数で定義し, 偶関数になるように周期的にRに拡張する.

次に, sinを定義する. cos2 x + sin2 x = 1であり, 0 ≤ x ≤ πで sin x ≥ 0だ
から, sin x =

√
1− cos2 xと定義すればよい.

定義 2.11 (正弦関数, 逆正弦関数).

sin : [0, π] → [−1, 1]を x ∈ [0, π]に対して

sinx :=
√
1− cos2 x

により定義する. そして, 奇関数になるように周期的にRに拡張する. このと
き, sin :

[
−π

2
,
π

2

]
→ [−1, 1]は全単射になることがわかるので, この逆関数を

arcsin : [−1, 1] →
[
−π

2
,
π

2

]
と書く6.

「周期的に拡張する」方法や, 三角関数の諸性質 (加法定理など)は黒田 [6]

を見よ. 微分積分を論理的に組み立てるには, 何らかの方法で指数関数や三角
関数を定義しなければいけない.

なお, Taylor展開を用いた初等関数の定義の仕方もある. 例えば, 高木 [7]

などを参照せよ.

5. 演習問題

問題 2.14.

X := {f : R → R}, すなわち, Rから Rへの関数全体とし, f, g ∈ X と
α ∈ Rに対して和 f + gとスカラー倍 αf を x ∈ Rに対して

(f + g)(x) := f(x) + g(x), (αf)(x) := αf(x)

により定義する. このときX がR上の線形空間となることを示せ. すなわち,

次の 8条件をみたすことを示せ.

(1) (結合法則) 任意の f, g, h ∈ Xに対して (f + g) + h = f + (g + h)

(2) (交換法則) 任意の f, g ∈ Xに対して f + g = g + f

(3) ある写像O ∈ Xが存在して, 任意の f ∈ Xに対してO + f = f

(4) 任意の f ∈ Xに対して, ある g ∈ Xが存在して f + g = O

(5) 任意の f ∈ Xと α, β ∈ Rに対して (α + β)f = αf + βf

(6) 任意の f, g ∈ Xと α ∈ Rに対して α(f + g) = αf + αg

6逆正弦関数や逆余弦関数をすっきりした形で与えるには, 多価関数の理論が必要である.

これについては, 複素関数論 (例えば Ahlfors [11])を勉強されたい.
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(7) 任意の f ∈ Xと α, β ∈ Rに対して (αβ)f = α(βf)

(8) 任意の f ∈ Xに対して, 1f = f

問題 2.15.

X, Y を空でない集合とし, π : X × Y → Xを (x, y) ∈ X × Y に対して

π(x, y) := x

で定める. πは全射であることを示せ. この πを射影 という (ヒント: 空でない
ことを強調するのには意味がある. よくよく考えてみると実はあたりまえな主
張だが, 証明を正しく書こうとすると, 少しやっかいになる).

問題 2.16.

定理 2.4を証明せよ. 証明には, 中間値の定理が必要になる.

問題 2.17.

AをR値 n次正方行列とし, f : Rn → Rnを x ∈ Rnに対して

f(x) := Ax

により定義する.

(1) f が全射ならば f は単射になることを示せ (ヒント: まず Aが正則で
あることを示せ. ).

(2) f が単射ならば f は全射になることを示せ (ヒント: e⃗1, . . . , e⃗n ∈ Rnを
単位ベクトルとするときに, f(e⃗1), . . . , f(e⃗n)が線形独立になることを
示せ. 次に, 任意の y⃗ ∈ Rnに対して, f(e⃗1), . . . , f(e⃗n), y⃗が線形従属と
なることを用いよ).
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無限個の集合

集合の個数が無限個ある場合の集合の演算について考える. 例えば, 無限個
の集合の和集合や共通部分はどう定義されるのかについて述べる.

1. 集合族

本来は, 集合の章で学ぶべき話であるが, ここで, 集合を要素とする集合を
考える.

定義 3.1 (集合族).

集合を要素とする集合を集合族という. 花文字 (スクリプト体の文字) で書
かれることがある.

例 3.1.

集合X において, その部分集合を集めた集合は集合族になる (このように,

集合Xの部分集合からなる集合族を一般にX上の集合族という). この集合族
を 2X と書く. すなわち

2X := {A : A ⊂ X}
である. 例えば, X = {0, 1}のとき,

2X = {∅, {0}, {1}, {0, 1}}

である. 元の個数をみると, なぜ 2X と書くのかがわかると思う.

例 3.2.

p ≥ 2を自然数とする. このとき, a ∈ Zに対して

a := {x ∈ Z : x− aは pで割り切れる }

とおく. このとき, 集合族 Zpを

Zp := {0, 1, . . . , p− 1}

で定義する. pが素数の時が特に重要である. これは, pでわった余りで Zを分
割したものとみることもできる. このことは, 第 5章でさらに詳しく説明する.

41
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例 3.3.

実数上の集合族Bを

B := {(a, b) : a, b ∈ R, a < b}

で定める. つまり, 開区間全体を集めた集合がBである. この集合は位相空間
を学ぶときに重要となる. また, このあと述べる無限個の集合の例ともなって
いる

問題 3.1.

X = {1, 2, 3}のときに, 2X を具体的に求めよ (空集合と全体を忘れないよ
うに).

2. 無限個の集合の例

集合が無限個ある場合を考えよう. 先の例 3.3は, 集合の要素が無限個ある
わけであるが, 集合の要素が開区間だったから, 開区間が無限個ある, すなわち
集合が無限個あることになる. 他の例を挙げよう.

例 3.4.

n ∈ Nに対して, 集合An ⊂ Rを

An :=

(
0, 1− 1

n

)
と定める. このとき, {An}n∈N は無限個の集合 (集合列ということもある)で
ある.

例 3.5.

λ > 0に対して, 集合Aλ ⊂ Rを

Aλ := (0, λ)

と定める. このとき, {Aλ}λ∈(0,∞) = {Aλ}λ>0は無限個の集合である.

無限個の集合に対して, なんらかのラベル付け (AnやAλの nや λ)がある
と便利である.

定義 3.2 (添字集合と集合族).

空でない集合Λと λ ∈ Λに対して, 集合Aλを考える. 集合族 {Aλ}λ∈Λを考
えたときに, λを添字といい, Λを添字集合という.
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例 3.4では添字集合は Nであり, 例 3.5では添字集合は (0,∞)である. ま
た, n,m ∈ Nに対して

An,m :=

(
− 1

n
,
1

m

)
とおけば, {An,m}(n,m)∈N×Nとなるから, 添字集合はN× Nとなる.

3. 無限個の集合の和集合, 共通部分

話を過度に抽象化しないために, しばらくの間, 考える集合族は {An}n∈Nと
して, 添字集合はNとする. 実際には添字集合はなんでもよい.

{An}n∈Nの和集合A1∪A2∪A3∪· · · を考えたいのだが, この定義を定義 1.6

のように

(3.1) A1∪A2∪A3∪· · · = {x : x ∈ A1または x ∈ A2または x ∈ A3または · · · }

としようとしても, 右辺の · · · の意味が定められない. イメージとしてはこれ
で正しいのだが, 無限に続いてしまうので, この表記では定義できたことにな
らない. ところで x ∈ A1 ∪A2 ∪A3なら (有限個の場合には), i = 1, 2, 3の少な
くともどれか一つの iについて, x ∈ Aiが成り立つ. つまり, 数学の言葉を用い
れば

(3.2) x ∈ A1 ∪ A2 ∪ A3 ⇐⇒
同値
ある i = 1, 2, 3が存在して x ∈ Ai

と書きかえができる. (3.1)はの右辺は無限個の場合に意味がわからないが, (3.2)

の右辺は無限個の場合でも意味を持つ. すなわち,

x ∈ A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ · · · ⇐⇒ある i ∈ Nが存在して x ∈ Ai

を無限個の集合の和集合の定義とすることができる.

定義 3.3 (和集合).

集合族 {An}n∈Nに対して, 和集合
∪
n∈N

Anを

∪
n∈N

An := {x :ある n ∈ Nが存在して x ∈ An}

で定義する.

{An}n∈Nの共通部分A1 ∩A2 ∩A3 ∩ · · · も同様に考えてみる. 定義 1.6のよ
うに

A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ · · · = {x : x ∈ A1かつ x ∈ A2かつ x ∈ A3かつ · · · }
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としようとしても,右辺の · · · の意味は定められない. ところでx ∈ A1∩A2∩A3

なら (有限個の場合には), i = 1, 2, 3のすべての iについて, x ∈ Aiが成り立つ.

つまり, 数学の言葉を用いれば

(3.3) x ∈ A1 ∩ A2 ∩ A3 ⇐⇒
同値
すべての i = 1, 2, 3に対して x ∈ Ai

と書きかえができる. (3.3)の右辺は無限個の場合でも意味を持つ. すなわち,

x ∈ A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ · · · ⇐⇒すべての i ∈ Nに対して x ∈ Ai

を無限個の集合の共通部分の定義とすることができる.

定義 3.4 (共通部分).

集合族 {An}n∈Nに対して, 共通部分
∩
n∈N

Anを

∩
n∈N

An := {x :すべての n ∈ Nに対して x ∈ An}

で定義する.

注意 3.1.

添字集合がNのときは,
∪
n∈N

を
∞∪
n=1

,
∩
n∈N

を
∞∩
n=1

と書くことがある.

例 3.6.

n ∈ Nに対して, 集合

An :=

(
0, 2− 1

n

)
を考える. このとき,∪

n∈N

An =
∪
n∈N

(
0, 2− 1

n

)
= (0, 2),

∩
n∈N

An =
∩
n∈N

(
0, 2− 1

n

)
= (0, 1)

となる.

例 3.6の証明.

1.
∪
n∈N

An = (0, 2)について, (0, 2) ⊂
∪
n∈N

Anのみ示す. 任意の x ∈ (0, 2)に

対して, 2− x > 0だから, あるN ∈ Nが存在して,
1

N
< 2− xとできる1. 従っ

1厳密にやるなら Archimedesの原理を使う.
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て, このN ∈ Nに対して, 2− 1

N
> 2− (2− x) = x > 0だから x ∈ AN となる.

従って, x ∈ AN ⊂
∞∪
n=1

Anとなるから, (0, 2) ⊂
∪
n∈N

An が示された.

2.
∩
n∈N

An = (0, 1)について,
∩
n∈N

An ⊂ (0, 1)のみ示す. 任意の x ∈
∩
n∈N

Anに

対して, 任意のn ∈ Nについて x ∈ Anだから, 0 < x < 2− 1

n
が成り立つ. 特に

n = 1とすると 0 < x < 1となるから, x ∈ (0, 1)となる. 従って,
∩
n∈N

An ⊂ (0, 1)

が成り立つ. □

問題 3.2.

例 3.6の証明で, 証明していない逆向きの包含関係を証明せよ.

問題 3.3.

n ∈ Nに対して, An =

(
0, 1 +

1

n

)
⊂ Rとおく. このとき,

∞∪
n=1

Anと
∞∩
n=1

An

を求めよ (
∞∩
n=1

Anは開区間にならないことに注意せよ).

問題 3.4.

n ∈ Nに対して, Bn =

[
0, 2− 1

n

]
⊂ Rとおく. このとき,

∞∪
n=1

Bnと
∞∩
n=1

Bn

を求めよ (
∞∪
n=1

Bnは閉区間にならないことに注意せよ).

集合の演算に対する結合法則や分配法則, de Morganの法則や定理 2.2の主
張は, 無限個の集合の和集合, 共通部分についても, ほぼそのまま成り立つ. こ
れらは問題としておく.

問題 3.5 (分配法則).

{An}n∈Nを集合族, Bを集合とする. このとき(∪
n∈N

An

)
∩B =

∪
n∈N

(An ∩B) ,

(∩
n∈N

An

)
∪B =

∩
n∈N

(An ∪B)

を示せ.
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問題 3.6 (de Morganの法則).

{An}n∈Nを集合族とするとき(∪
n∈N

An

)c

=
∩
n∈N

Ac
n,

(∩
n∈N

An

)c

=
∪
n∈N

Ac
n

を示せ.

問題 3.7 (写像と集合の演算).

X, Y を空でない集合, f : X → Y を写像, {An}n∈N ⊂ 2X をX上の集合族,

{Bn}n∈N ⊂ 2Y を Y 上の集合族とするとき, 次を示せ.

(1) f

(∪
n∈N

An

)
=
∪
n∈N

f(An);

(2) f

(∩
n∈N

An

)
⊂
∩
n∈N

f(An);

(3) f−1

(∪
n∈N

Bn

)
=
∪
n∈N

f−1(Bn);

(4) f−1

(∩
n∈N

Bn

)
=
∩
n∈N

f−1(Bn);

4. 無限個の集合の直積と選択公理

ここでも話を抽象化しないために, 考える集合族 {An}n∈Nとして, 添字集合
はNとする. 無限個の集合に対する直積を定義したいのだが, 無限個の集合の
和集合と共通部分と同じく, 定義 1.7をそのまま定義とすることができない. そ
のために 2個の直積集合A1 × A2について考え直してみよう. A1 × A2は

A1 × A2 = {(a1, a2) : a1 ∈ A1 かつ a2 ∈ A2}

であった. そこで, (a1, a2) ∈ A1 × A2に対して, f : {1, 2} → A1 ∪ A2を

f(n) = an (n = 1, 2)

で定めると f(n) ∈ Anをみたす. 逆に f : {1, 2} → A1 ∪ A2 が n = 1, 2に対し
て, f(n) ∈ Anをみたすとすると, (f(1), f(2)) ∈ A1 ×A2となる. このことから

T : A1 × A2 → {f : {1, 2} → A1 ∪ A2, f(1) ∈ A1, f(2) ∈ A2}

を (a1, a2) ∈ A1×A2とn = 1, 2に対してT (a1, a2)(n) := anと定めることができ
て,この写像Tは全単射となる. つまり, A1×A2と{f : {1, 2} → A1∪A2, f(1) ∈
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A1, f(2) ∈ A2}は (集合として)同じものとみなすことができる. よって,この後
者の写像を用いれば, 無限個の集合に対する直積集合を定義することができる.

定義 3.5 (無限個の集合に対する直積集合).

集合族 {An}n∈Nに対して直積集合
∏
n∈N

Anを

(3.4)
∏
n∈N

An :=

{
f : N →

∪
n∈N

An, 任意の n ∈ Nに対して an ∈ An

}
で定める.

直感的には a ∈
∏
n∈N

Anということは, a = (a1, a2, a3, . . . )と思えばよいので

あるが, 点々の部分を厳密に述べようとすると定義 3.5にようにしなければい
けない. さらに, この定義にはもっと重大な問題がある. 有限個の場合とは異
なり (3.4)の右辺の集合が空でないことを確かめておかないといけないのであ
る. ある n ∈ Nが存在して, An = ∅となっているときは, 右辺は空集合となる
(これは写像のときにきちんと述べてはいなかったのだが, 値域が空集合となる
写像は存在しない). しかし, 任意の n ∈ Nに対して, An ̸= ∅のときに (3.4)の
右辺はどうなっているのだろうか？直感的に考えれば, (3.4)の右辺は空でない,

すなわち
∏
n∈N

Anは空集合ではないと考えるべきであるがこの事実は公理, すな

わち証明せずに認める事実とする. このことを選択公理という.

選択公理 Λを添字集合とする. 集合族 {Aλ}λ∈Λは任意の λ ∈ Λに対し
て, Aλ ̸= ∅を仮定する. このとき,

∏
n∈N

An ̸= ∅となる.

このあたりまえに見える公理から, 実に不思議ともいえる結果が得られる.

例えば

• (Lebesgue測度の意味で)面積を決定できない集合が存在する.

• 3次元の球体を適当に分割して, くっつけなおすと, 同じ半径の球体を
2つ作ることができる (Banach-Tarskiのパラドックス). ただし, でき
た 2つの球体は (Lebesgue測度の意味で)面積を決定できない.

このことから, 選択公理を認めるか否かについては, 様々な意見がある. と
りわけ, 面積を決定できない集合が存在することは, 現実的には奇妙とも思え
るため, 物理や工学への応用をも念頭においた数学者などで, 「選択公理を使
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わないようにしている」研究者もいる. 実際に, 選択公理 (と同値な命題)を使
うような状況はかなり込み入っていることが多い.

5. 応用: 位相空間について

(0, 1) ⊂ Rは開区間というが, 実はこの「開」というのは, もう少し広い概
念で使われている. U ⊂ Rが開集合であるとは, 任意の x ∈ U に対して, ある
ε > 0が存在して, (x − ε, x + ε) ⊂ U となることをいう. 例えば, (0, 1)などの
開区間は開集合であり, 他にも (0, 1) ∪ (2, 3)なども開集合である2. 以下, 簡単
のためにBε(x) := (x− ε, x+ ε)と書くことにする.

定理 3.1.

次が成り立つ.

(1) ∅,Rは開集合である.

(2) U1, . . . , Unが開集合ならば,
n∩

k=1

Uk = U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Unも開集合である.

(3) 添字集合をΛとして, 任意の λ ∈ Λに対して, Uλが開集合ならば,
∪
λ∈Λ

Uλも

開集合である.

証明.

(3)のみ示す.

示せばいいことは, 任意の x ∈
∪
λ∈Λ

Uλに対して, Bε(x) ⊂
∪
λ∈Λ

Uλとなる

ε > 0 をみつけることである.

任意の x ∈
∪
λ∈Λ

Uλに対して,
∪
λ∈Λ

Uλの定義から, ある λ ∈ Λが存在して x ∈ Uλ

が成り立つ. Uλは開集合だったから, 開集合の定義より, ある ε > 0が存在し
て, Bε(x) ⊂ Uλが成り立つ. Uλ ⊂

∪
λ∈Λ

Uλだから (各自考えよ), とくにBε(x) ⊂∪
λ∈Λ

Uλ も成立する. よって,
∪
λ∈Λ

Uλ が開集合となることがわかった. □

2感覚的には「こういう感じの集合」と説明できるのだが, この節では, わざとそういう説
明をしない. この節の内容は感覚に頼って考えると間違って理解してしまうので, 感覚をいっ
さい捨てて読んで欲しい.
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問題 3.8.

定理 3.1の (3)以外の証明を考えてみよ. なお, 内田 [4]を参考にせよ3.

さて,開集合の定義で, Bε(x) = (x−ε, x+ε)としていたが,これは, Bε(x) =

{y ∈ R : |y − x| < ε}ともできることに注意して欲しい. 従って, xと yの二
点の距離が定義できていれば,開集合は定義できるのである. そして, さらに定
理 3.1の主張をじっくりと見てみると, これらの主張はもはや集合の言葉しか
使っていないことに注意して欲しい. つまり, R上の開集合からなる集合族を
Oと書くと

(1) ∅,R ∈ O.

(2) U1, . . . , Un ∈ Oならば,
n∩

k=1

Uk = U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Un ∈ O.

(3) {Uλ}λ∈Λ ⊂ Oならば,
∪
λ∈Λ

Uλ ∈ O.

となる. このことをさらに抽象化することで, 次の定義が得られる.

定義 3.6 (位相空間).

Xを集合とする. このとき, O ⊂ 2X , すなわちXの部分集合からなる集合
族 O が次の 3条件をみたすとき, O をX の位相といい, (X,O)を位相空間と
いう.

(1) ∅, X ∈ O.

(2) U1, . . . , Un ∈ Oならば,
n∩

k=1

Uk = U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Un ∈ O.

(3) {Uλ}λ∈Λ ⊂ Oならば,
∪
λ∈Λ

Uλ ∈ O.

位相空間はたんに, Rを抽象化してみたというだけで考えられた空間ではな
い4. 実数の性質の一つである絶対値の概念が考えられない (ないしは考えにく
い)集合を調べるためには, 位相空間の知識が必須となる. このノートではこれ

3この問題が何もみずに解けるようになれば, 位相空間論で苦労することはそれほどないの
ではないかと思われる.

4位相空間がとても重要であることの一つの理由として, Poincaré予想をあげておきたい
(もちろん, 他にも重要な理由がたくさんある). この Poincaré予想は Clay研究所の 100万ド
ル懸賞問題の一つであったのだが, この問題を正しく理解するのには, 位相空間の知識が必要
となる. テレビなどの解説では, 位相空間を知らない人向けに苦心して説明がなされているが,

位相空間と幾何学に関する知識がある程度あれば, Poincaré予想はもっと簡単に理解できる.

なお, Poincaré予想は G.Perelmanによって証明された.
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以上このことには触れないが,位相空間を勉強するにあたって, 無限個の集合の
計算は必須であり, 問題 3.3や問題 3.4の具体例は覚えておくことが望ましい.

6. 演習問題

問題 3.9.

Nを添字集合とする集合族 {An}∞n=1に対して, 次をみたす集合族 {Bn}∞n=1

を構成せよ:
∞∪
n=1

An =
∞∪
n=1

Bn, Bn ∩Bm = ∅ (n ̸= m)

問題 3.10 (上極限集合, 下極限集合).

Nを添字集合とする集合族 {An}∞n=1に対して {An}∞n=1の上極限集合と下極
限集合 lim sup

n→∞
Anと lim inf

n→∞
Anを

lim sup
n→∞

An :=
∞∩
k=1

(∪
n≥k

An

)
, lim inf

n→∞
An :=

∞∪
k=1

(∩
n≥k

An

)
でそれぞれ定義する. 集合族 {An}∞n=1, {Bn}∞n=1に対して, 次を示せ.

(1) lim inf
n→∞

An ⊂ lim sup
n→∞

An,

(2) An ⊂ Bnならば

lim sup
n→∞

An ⊂ lim sup
n→∞

Bn, lim inf
n→∞

An ⊂ lim inf
n→∞

Bn.

注意.

上極限集合 lim sup
n→∞

Anと下極限集合 lim inf
n→∞

Anが一致するとき, lim
n→∞

Anと

書き, 極限集合という. 数列 {an}∞n=1に対して lim inf
n→∞

anと lim sup
n→∞

anが一致す

るときに lim
n→∞

anが存在することに注意して欲しい.

問題 3.11.

Nを添字集合とする集合族 {An}∞n=1が単調増加であるとする. すなわち, 任
意の n ∈ Nに対して, An ⊂ An+1が成り立つとする. このとき, lim sup

n→∞
Anと

lim inf
n→∞

Anを求めよ.



第 4 章

命題論理と述語論理

第 1章の注意 1.12でも述べた通り, 定理 1.4の証明はやや煩雑であった. そ
れは, 論理学の知識を仮定せずに証明を試みたからであった. この章では, 記号
論理学の初歩を説明し, 数学における様々な記述を論理記号を用いて表現して
みる.

1. 命題論理

定義 4.1 (命題).

正しいか正しくないかを客観的に判断できる主張を命題という. 英語では
Propositionという. 頭文字をとって, p, q, r, . . . で表すことが多い.

例 4.1.

数学では命題以外を扱うことはあまりない (と思われる). 少なくとも, 学部
の授業では命題以外を扱うことはまずないので, あまり心配をする必要はない.

(1) p:「1 + 1 = 2」は命題である.

(2) p:「1+ 1 = 3」は命題である. 内容が正しいか否かと, 命題となるか否は別
であることに注意せよ.

(3) e:「新幹線は速い」は命題ではない. 例えば, 歩いている人にとってみれば
新幹線は十分に速いと思うかもしれないが, プライベートジェットを持って
いる人にとっては, 新幹線は飛行機より速くはないのだから, 速いとは思え
ないかもしれない.

定義 4.2 (真偽, 真理値).

命題が正しいことを真といい, 正しくないことを偽という. 真のときは
T(Trueの頭文字)とか 1, 偽のときは F(Falseの頭文字)とか 0と略記し, 真
理値という (真偽値ではない).

例 4.2.

例 4.1において, pの真理値はT, qの真理値は Fである.

定義 4.3 (否定).

命題 pに対して, 「pでない」という命題を pの否定といい, ¬pと書く.

51
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例 4.3.

例 4.1の p, qについて

(1) ¬p: 「1 + 1 ̸= 2」
(2) ¬q: 「1 + 1 ̸= 3」

である.

定義 4.4 (真理表).

命題同士の真理値の対応関係を示した表を真理表という.

例 4.4.

命題 pとその否定 ¬pに関する真理表は次の通り
p ¬p
T F

F T

定義 4.5 (論理和, 論理積).

命題 p, qに対して,「pまたは q」を pと qの論理和といい, p∨ qと書く. 「p

かつ q」を pと qの論理積といい, p ∧ qと書く.

注意 4.1.

記号 ∨, ∧は別の意味で使うこともある. 数学の分野によって, 記号の違い
がおこることはよくある

例 4.5.

命題 p, qに対して, ¬pと¬q, p ∨ q, ¬(p ∨ q), ¬p ∧ ¬q の真理表を書くと次
のようになる.

p q ¬p ¬q p ∨ q ¬(p ∨ q) ¬p ∧ ¬q
T T F F T F F

T F F T T F F

F T T F T F F

F F T T F T T

定義 4.6 (同値).

命題 p, qの真理値がすべて等しいとき, pと qは同値であるといい, p ⇔ q

とか p ⇔
同値

q と書く.

定理 4.1 (de Morganの法則).

命題 p, qに対して, 次が成り立つ.

(1) ¬(p ∨ q) ⇐⇒ ¬p ∧ ¬q;
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(2) ¬(p ∧ q) ⇐⇒ ¬p ∨ ¬q.

(1)については, 例 4.5によって明らかであろう. (2)については各自, 真理
表を作って確かめてみよ.

定義 4.7 (含意, 条件命題).

命題 p, qに対して, ¬p ∨ qを p → qと書き, 「pならば q」と読み, 条件命
題という. p → qが真のとき, 「p ⇒ q」と書き, pは qの十分条件, qは pの必
要条件という.

例 4.6.

命題 p, qに対して, 条件命題 p → qなどの真理表を書いてみると, 次のよう
になる.

p q ¬p p → q (¬p ∨ q) ¬(p → q)

T T F T F

T F F F T

F T T T F

F F T T F

真理表からもわかるように, 「p → q」の否定は「pが成り立ち, qが成り立た
ない」となる.

定理 4.2.

命題 p, qに対して,

「p ⇒ q」⇐⇒「(p → q) ∨ (q → p)」

が成り立つ. 右辺は「p ⇒ qと q ⇒ pが成り立つ」といってもよい.

証明.

真理表を書いてみればよい. □

問題 4.1.

真理表を書くことで, 定理 4.2を示せ.

定義 4.8 (逆, 対偶).

命題 p, q に対して, 「q → p」を「p → q」の逆といい, 「¬q → ¬p」を
「p → q」の対偶という1.

定理 4.3.

命題 p, qに対して,

「p → q」⇐⇒「¬p → ¬q」
1¬p → ¬qを裏ということがあるが, 数学ではあまり使われない.
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が成り立つ.

証明.

真理表を書いてみればよい. □

問題 4.2.

真理表を書くことで, 定理 4.3を示せ.

例 4.7.

第 1章の定理 1.4の証明を簡潔に書いてみる.

1. 命題 p, q, rに対して,

(4.1) (p ∧ q) ∨ r ⇔
同値

(p ∨ r) ∧ (q ∨ r)

を示す. 下記の真理表により, (p ∧ q) ∨ r ⇔
同値

(p ∨ r) ∧ (q ∨ r)がわかる.

p q r p ∧ q (p ∧ q) ∨ r p ∨ r q ∨ r (p ∨ r) ∧ (q ∨ r)

T T T T T T T T

T T F T T T T T

T F T F T T T T

T F F F F T F F

F T T F T T T T

F T F F F F T F

F F T F T T T T

F F F F F F F F

2. 集合A, B, Cに対して, (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)を示す.

任意の x ∈ (A ∩B) ∪ Cに対して, ((x ∈ A ∩B) ∨ x ∈ C)より,

((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∨ (x ∈ C)

となるから, (4.1)より

((x ∈ A) ∨ (x ∈ C)) ∧ ((x ∈ B) ∨ (x ∈ C))

となる. よって, (x ∈ A ∪ C) ∧ (x ∈ B ∪ C)だから x ∈ (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)と
なる.

逆に任意の x ∈ (A∪C)∩ (B∪C)に対して, (x ∈ A∪C)∧ (x ∈ B∪C)より

((x ∈ A) ∨ (x ∈ C)) ∧ ((x ∈ B) ∨ (x ∈ C))

となる. (4.1)より
((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∨ (x ∈ C)

となるから, ((x ∈ A ∩B) ∨ x ∈ C)より x ∈ (A ∩B) ∪ Cがわかる.
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2. 述語論理

定義 4.9 (命題関数).

X1, . . . , Xnを集合とする. x1 ∈ X1,. . . ,xn ∈ Xnに対して,命題p(x1, . . . , xn)

が定まるとき, p = p(x1, . . . , xn)を命題関数という.

例 4.8.

次は命題関数である.

(1) Xを数学科 1年生全体として, x ∈ Xに対して

p(x): xは男子である.

(2) X = R, x ∈ X = Rに対して,

q(x): x+ 3 = 1.

(3) X = N, Y = (0,∞), n ∈ N, ε ∈ Y に対して,

r(n, ε):
1

n
< ε.

定義 4.10 (全称命題).

命題関数 p = p(x) (x ∈ X)に対して, 「任意の x ∈ X に対して, p(x)であ
る」を「∀x ∈ X p(x)」と書き2, 全称命題という.

例 4.9.

例 4.8の p(x), q(x), r(x)について, 全称命題を考えてみる.

• 例 4.8の (1)で, 「∀x ∈ X p(x)」は偽である. なぜなら, 全員男子で
はないからである (断っていないが, Xの数学科は日本大学理工学部と
している). ところで Y を御茶ノ水女子大学の大学生全体としたとき
「∀y ∈ Y ¬p(y)」は真である. 実際, 御茶ノ水女子大学には, 男子大
学生はいない (はず)だからである.3

• 例 4.8の (2)で, 「∀x ∈ X q(x)」は偽である. 実際, x = −3 ∈ X の
とき, q(−3): −3 + 3 = 1は正しくないからである.

• 例 4.8の (3)で,「∀n ∈ X, ∀ε ∈ Y r(x)」は偽である. 実際, n = 1 ∈
X, ε = 1 ∈ Y のとき, r(1, 1):

1

1
< 1は正しくないからである.

定理 4.4.

命題関数 p = p(x, y) (x ∈ X, y ∈ Y )に対して,

2「∀x ∈ X, p(x)」や「∀x ∈ X : p(x)」と書くこともある.
3もし, 男子大学生がいるのなら, 著者の勘違いです. すみません. ちなみに大学院生や研

究員となると, 男子がいてもおかしくないので, わざわざ大学生と制約をつけています. 御茶ノ
水女子大学付属中学などは共学だったと記憶しています.
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∀x ∈ X, ∀y ∈ Y p(x, y) ⇐⇒ ∀y ∈ Y , ∀x ∈ X p(x, y)

である. つまり ∀x, ∀yの順序は入れかえてよい.

証明は中内 [8]を参照せよ. 厳密に証明しようとすると, 数理論理学の知識
を必要とする. 感覚的にいうと, 二つの変数 x, yを任意にとるときに, どちらを
さきにとってから考えても同じということであり, 直積集合X × Y を縦線をひ
いて埋めつくすか, 横線を引いて埋めつくすかの違いのようなものである.

定義 4.11 (存在命題).

命題関数 p = p(x) (x ∈ X)に対して, 「ある x ∈ X が存在して, p(x)であ
る」を「∃x ∈ X p(x)」と書き, 存在命題という. 「∃x ∈ X s.t. p(x)」と書く
こともある.

例 4.10.

例 4.8の p(x), q(x), r(x)について, 存在命題を考えてみる.

• 例 4.8の (1)で, 「∃x ∈ X p(x)」は真である. なぜなら, 男子はい
るからである. また, Y を御茶ノ水女子大学の大学生全体としたとき
「∃y ∈ Y p(y)」は偽である. 実際, 御茶ノ水女子大学には, 男子大学
生はいない (はず)だからである.

• 例 2.6の (2)で, 「∃x ∈ X q(x)」は真である. 実際, x = −2 ∈ X の
とき, q(−2): −2 + 3 = 1だからである.

• 例 2.6の (3)で,「∃n ∈ X, ∃ε ∈ Y r(x)」は真である. 実際, n = 1 ∈
X, ε = 2 ∈ Y のとき, r(1, 2):

1

1
< 2だからである.

定理 4.5.

命題関数 p = p(x, y) (x ∈ X, y ∈ Y )に対して,

∃x ∈ X, ∃y ∈ Y p(x, y) ⇐⇒ ∃y ∈ Y , ∃x ∈ X p(x, y)

である. つまり ∃x, ∃yの順序は入れかえてよい.

証明は中内 [8]を参照せよ. これも厳密に証明しようとすると, 数理論理学
の知識を必要とする. 感覚的にいうと, 直積集合X × Y の長方形のどこかに
p(x, y)をみたす (x, y)があるわけだから, どちらが先に存在していても同じだ
ということである.

注意 4.2.

定理 4.4と定理 4.5より, 「∀x ∈ X, ∀y ∈ Y」を「∀x ∈ X, y ∈ Y」,

「∃x ∈ X, ∃y ∈ Y」を「∃x ∈ X, y ∈ Y」と略記することがある.
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注意 4.3.

「∀x ∈ X, ∃y ∈ Y p(x, y)」を「∃y ∈ Y , ∀x ∈ X p(x, y)」と交換しては
いけない. つまり, ∃と ∀の交換は一般にできない.

定理 4.6 (de Morganの法則).

命題関数 p = p(x) (x ∈ X)に対して, 次が成り立つ.

(1) ¬(∀x ∈ X p(x)) ⇐⇒ ∃x ∈ X ¬p(x),
(2) ¬(∃x ∈ X p(x)) ⇐⇒ ∀x ∈ X ¬p(x),

これも証明は中内 [8]を参照せよ.

例 4.11 (de Morganの法則が成り立つ理由).

少し卑近な例で, de Morganの法則が成り立つことを確かめる.

「すべての学生は男子」を否定すると,「すべての学生は女子」ではなくて,

「ある学生は女子」となることはすぐわかるであろう4. この「すべて」が ∀ に
対応していて,「ある」が ∃に対応していたこと,「男子」の否定が「女子」に
対応していたことから, 記号的に書くと

¬(∀x xは男子) ⇐⇒ (∃x xは女子) ⇐⇒ (∃x ¬(xは男子))

となることがわかる. 同様に考えれば

¬(∃x xは女子) ⇐⇒ (∀x xは男子) ⇐⇒ (∀x ¬(xは女子))

も感覚的には納得できる.

例 4.12 (ε-N 論法).

{an}∞n=1 ⊂ Rを数列とし, a ∈ Rとする. lim
n→∞

an = aであるとは任意の正

数 εに対して, ある自然数N をとると任意の自然数 nに対して n ≥ N ならば
|an − a| < ε である (吹田・新保 [5]). これを ∀と εで書いてみると

∀ε ∈ (0,∞), ∃N ∈ N, ∀n ∈ N p(ε,N, n)

となる. ここで, p(ε,N, n): n ≥ N =⇒ |an − a| < εである. 次に, lim
n→∞

an = a

の否定を考えると, de Morganの法則から

∃ε ∈ (0,∞), ∀N ∈ N, ∃n ∈ N ¬p(ε,N, n)

4男子校の反対は女子校ではなくて, 共学校だということ.
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となる. ここで

¬p(ε,N, n) ⇔ ¬(n ≥ N =⇒ |an − a| < ε)

⇔ ¬(¬(n ≥ N) ∨ (|an − a| < ε))

⇔ (n ≥ N) ∧ ¬(|an − a| < ε))

⇔ (n ≥ N) ∧ (|an − a| ≥ ε)

となるから, lim
n→∞

an = aの否定は

∃ε ∈ (0,∞), ∀N ∈ N, ∃n ∈ N (n ≥ N) ∧ (|an − a| ≥ ε)

となる.

3. 応用: 「存在」, 「ならば」の証明の書き方

大学の数学でたいていの人が難しいと感じることに,「存在する」と「なら
ば」を証明することがあげられると思う. そして, この両方がまじっている数
列の収束の定義は, 難しく感じられてしまうのだろう. この節では, 数列の極限
に関する証明を通して,「存在する」と「ならば」, 任意と存在を仮定すること
. 示すこととはどういうことかを説明したい.

例 4.13.

lim
n→∞

n

n+ 1
= 1を示してみよう. lim

n→∞

n

n+ 1
= 1の定義は何だったか思い

出してみると (例 4.12も参照)

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N n ≥ N ⇒
∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ < ε

であった5. だから, ここで難しいところは, n ≥ N ⇒
∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ < εと

∃N ∈ Nをどう証明として書くか？である.

n ≥ N ⇒
∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ < εから説明しよう. 一般に「P⇒Qを示せ」という

問題は, 別の言い方をすると「Pが成り立つと仮定して, Qが成り立つことを示
せ」である. つまり, 示すことはQである. だから, Pが成り立つかどうかは考
えなくてよいのである. 極論すれば, Pが成り立つかどうかはどうでもよいの
である. さて, この問題の場合は, Pにあたる部分が n ≥ N であり, Qにあたる

部分が

∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ < εである. だから, 証明で計算をしっかり書くべきところ

5ε ∈ (0,∞)は ε > 0と書くことが多い.
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は
∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣の計算である. そこで, この計算をしっかり書いてみると∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1− 1

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ = 1

n+ 1
≤ 1

N + 1
<

1

N

となる. 最後から二つ目の不等式≤に仮定 n ≥ N を使ったことに注意して欲
しい. なお, 最後の不等式はたんに分母が小さくなったことによる不等式であ
るが, これはあとあとのためであり, 別にこの変形はしなくてもよい.

さて, ∃N ∈ Nをどう考えればよいかを説明しよう. この「存在する」の
考え方は「みつけてくる」や「みたすものがある」と言いかえた方がわかり
やすいかもしれない. つまり, ∃が出てきたあとの主張「∀n ∈ N n ≥ N ⇒∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ < ε」が成り立つように, N ∈ Nをみつけてこいということである.

そこでさきほど, n ≥ N の仮定のもとで

∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ < 1

N
となったことに注意

するともし 1
N

< εとなるようなN ∈ Nがみつかったとすると,∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ < 1

N
< ε

となるから, n ≥ N ⇒
∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ < εが成り立つということがわかる. だか

ら, N ∈ Nを
1

N
< ε, つまりN >

1

ε
となるように選べばよいが, これは厳密に

はArchimedesの原理によって示せる.

さて, ここまで考えたところで, 証明を書くときは, 論理記号の順番通りに
文字や記号が出てくるように書く.

lim
n→∞

n

n+ 1
= 1の証明6.

0. (証明には書かなくてよいことであるがどのようにしてN ∈ Nを選べば
よいかを考えるために, )∀ε > 0に対して, N ∈ N を固定しておき, あとで決め
ることにする. このときに, ∀n ∈ Nに対して, n ≥ N を仮定すると∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1− 1

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ = 1

n+ 1
≤ 1

N + 1
<

1

N

となるから,
1

N
< ε, すなわちN > 1

ε
をみたすようにN ∈ Nを選べばよいこと

がわかる.

6この証明に限って, 論理記号を使って証明を記述した.
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1. ∀ε > 0に対して, N ∈ NをN ≥ 1

ε
をみたすように選ぶ. Archimedesの

原理より, このようなN ∈ Nが存在する. このとき, ∀n ∈ Nに対して, n ≥ N

ならば7 ∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1− 1

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ = 1

n+ 1
≤ 1

N + 1
<

1

N
< ε

となるので, lim
n→∞

n

n+ 1
= 1が成り立つ. □

注意 4.4.

上の証明の 0. にもあるように「存在」を証明するときには, とりあえず固
定しておいて, どういう条件があればよいかを調べるのが強力な方法である.

このときに, あとから出てくる文字を使って決めることができないことに注意
すること.

注意 4.5.

「PならばQ」を証明するときには, Pを仮定してQが成り立つかどうか
を調べればよい. Pをうまく変形してQを示そうとするやり方があるが, この
やり方はたいてい間違いである. Pは仮定であり, 示さなければいけないのは
Q だから, 考えるべきことはQである.

注意 4.6.

上の証明で 0. のステップは書かなくてよいことであり, 多くの教科書では
書かれていない. しかし, この部分が理解できていないと他の問題を解くこと
ができない. つまり, 専門書を読むためには, この著者が記述していない裏側
の部分を埋める必要がある. この作業は非常に難しい上に時間がかかり苦痛に
もなると思うが, ここで諦めないことが重要である.

問題 4.3.

lim
n→∞

2n− 3

n+ 1
= 2となることを証明せよ.

例 4.14.

数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1 ⊂ Rがそれぞれ a, b ∈ Rに収束する, すなわち

an → a, bn → b (n → ∞)

とする. このとき, 数列 {anbn}∞n=1が abに収束する, すなわち

anbn → ab (n → ∞)

を証明してみよう. この証明を書くときによくある間違いが, 証明の 1行目に
7「ならば」を「と仮定すると」と書いてもよい.
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an → aより

∀ε > 0に対して ∃N ∈ N s.t. ∀n ∈ Nに対して, n ≥ N ⇒ |an − a| < ε.

bn → bより

∀ε > 0に対して ∃N ∈ N s.t. ∀n ∈ Nに対して, n ≥ N ⇒ |bn − b| < ε.

と書いてしまうことである. この文面を最初に書いた段階で, 採点する側から
するとこの答案を書いた人は証明したいことが何かわかっていないなと思うの
である. ここで証明したいことは

∀ε > 0に対して ∃N ∈ N s.t. ∀n ∈ Nに対して, n ≥ N ⇒ |anbn − ab| < ε.

であって, 仮定である an → a, bn → bをどのように使えばよいかを問うている
のである. 仮定をどのように変形すればよいかを聞いているのではないのであ
る. 例 4.13と同じように, どのようにN を決めるかが問題であるが, 例 4.13

と違うのは, 具体的な an, bnの形はわからないわけだから, 仮定を使ってN を
決める必要があるということである.

an → aを仮定していたから

∀ε1 > 0に対して ∃N1 ∈ N s.t. ∀n1 ∈ Nに対して, n1 ≥ N1 ⇒ |an1 − a| < ε1

が成り立つ. 示すべき主張に関しては添字をつけなかったが, 一緒の文字を使
わないようにするために添字をつけておくことに注意しておく. さて,「∀ε > 0

に対して · · ·」が仮定されていることから, ε1 > 0には何を選んでもよいので
ある. そこで,何を選んでもよいのであれば, あとで何にするか決めることにし
ておけばよいのである. このことが見やすくなるような証明を書いてみよう.

例 4.14の証明.

0. ∀ε > 0に対して, N ∈ Nを固定してあとで決めることにする. 仮定
an → aかつ bn → bより任意の ε1 > 0と ε2 > 0をあとで決めることにすると
∃N1, N2 ∈ Nが存在して

(4.2) ∀n1 ∈ Nに対して n1 ≥ N1 ⇒ |an1 − a| < ε1

と

(4.3) ∀n2 ∈ Nに対して n2 ≥ N2 ⇒ |bn2 − b| < ε2

が成り立つ. ∀n ∈ Nに対して n ≥ N を仮定すると

|anbn − ab| = |(an − a)(bn − b) + (an − a)b+ a(bn − b)|
≤ |an − a||bn − b|+ |an − a||b|+ |a||bn − bj|
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となるから, N ≥ N1かつN ≥ N2を仮定すると (4.2), (4.3)が n = n1 = n2と
することで使うことができて

|anbn − ab| < ε1ε2 + |a|ε2 + |b|ε1

となる. ε1ε2 + |a|ε1 + |b|ε1 < ε となるように ε1, ε2を選べばよいのだから, 例
えば

ε1, ε2 ≤
√

ε

3
, ε1, ε2 ≤

ε

3(1 + |a|+ |b|)
が成り立てば8

|anbn − ab| < ε1ε2 + |a|ε2 + |b|ε1

≤
(√

ε

3

)2

+
|a|ε

3(1 + |a|+ |b|)
+

|b|ε
3(1 + |a|+ |b|)

≤ ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε

となり, 求めたかった不等式が得られる. 整理すると

N ≥ N1, N2, ε1, ε2 ≤
√

ε

3
, ε1, ε2 ≤

ε

3(1 + |a|+ |b|)

が成り立つように, 定めればよい. あとは決める順番であるが, N1やN2 を決
めるためには ε1, ε2を先に指定しなければいけないから, ε > 0を決めたあとに,

ε1, ε2 を決める必要がある.

1. ∀ε > 0に対して, an → aと bn → bより

(4.4) ε1 = ε2 = min

{√
ε

3
,

ε

3(1 + |a|+ |b|)

}
ととれば, ∃N1, N2 ∈ Nが存在して ∀n1, n2 ∈ Nに対して

(4.5) n1 ≥ N1 ⇒ |an1 − a| < ε1 = min

{√
ε

3
,

ε

3(1 + |a|+ |b|)

}
と

(4.6) n2 ≥ N2 ⇒ |bn2 − b| < ε2 = min

{√
ε

3
,

ε

3(1 + |a|+ |b|)

}
8分母を (1 + |a| + |b|)としたのは, |a| = |b| = 0のときに無限大になる煩わしさを回避す

るためである.
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が成り立つ. そこで,このN1, N2に対してN = max{N1, N2}とおくと, ∀n ∈ N
に対して, n ≥ N ならば

|anbn − ab| = |(an − a)(bn − b) + (an − a)b+ a(bn − b)|
≤ |an − a||bn − b|+ |an − a||b|+ |a||bn − b|
< ε1ε2 + |a|ε2 + |b|ε1 (∵ (4.5), (4.6))

≤
(√

ε

3

)2

+
|a|ε

3(1 + |a|+ |b|)
+

|b|ε
3(1 + |a|+ |b|)

(∵ (4.4))

≤ ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε

となる. よって {anbn}∞n=1が abに収束することが示された. □

注意 4.7.

上の証明の 0. のように, 「任意の」が仮定されているときは, その任意と
なっている対象を自由に選ぶことができる. そのため, どのように選んだか？
が重要であることが多い.

問題 4.4.

数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1 ⊂ Rがそれぞれ a, b ∈ Rに収束する, すなわち

an → a, bn → b (n → ∞)

とする. このとき, 数列 {an + bn}∞n=1が a+ bに収束する, すなわち

an + bn → a+ b (n → ∞)

を証明せよ.

4. 演習問題

問題 4.5.

命題 p, q, rに対して, 真理表を書いて, 次を示せ.

(1) (結合法則) (p ∧ q) ∧ r ⇔ p ∧ (q ∧ r)

(2) (結合法則) (p ∨ q) ∨ r ⇔ p ∨ (q ∨ r)

(3) (分配法則) p ∧ (q ∨ r) ⇔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

(4) (分配法則) p ∨ (q ∧ r) ⇔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

(5) (de Morganの法則) ¬ (p ∧ q) ⇐⇒ ¬ p ∨ ¬ q

(6) (対偶) (p → q) ⇐⇒ (¬ q → ¬ p)
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問題 4.6.

命題 p, q, rに対して, 次を示せ. 真理表を用いる方法と, 結合法則や分配法
則, de Morganの法則を用いて, 同値をつなげて示す方法の両方で示してみよ.

(1) ((p ∨ q) → r) ⇔ (p → r) ∧ (q → r)

(2) ((p ∧ q) → r) ⇔ (p → r) ∨ (q → r)

(3) (p → (q ∧ r)) ⇔ (p → q) ∧ (p → r)

(4) (p → (q ∨ r)) ⇔ (p → q) ∨ (p → r)

問題 4.7.

f : [0, 1] → Rに対して, 次の問に答えよ.

(1) f が [0, 1]上で連続であることの定義とその否定を, 論理記号を用いて表せ.

(2) f が [0, 1]上一様連続であることの定義とその否定を, 論理記号を用いて表
せ. 連続と一様連続の違いに注意せよ.

(3) f が [0, 1]上連続ならば, [0, 1]上一様連続であることを論理記号を用いて証
明せよ.

問題 4.8.

a⃗1, a⃗2, a⃗3 ∈ R3 が線形独立であるとは, どんな c1, c2, c3 ∈ Rに対しても,

c1a⃗1 + c2a⃗2 + c3a⃗3 = 0 ならば, c1 = c2 = c3 = 0となることをいう.

(1) a⃗1, a⃗2, a⃗3 ∈ R3が線形独立であることの定義とその否定 (線形従属という)

を, 論理記号を用いて表せ.

(2) 定義に従って, 次のベクトルの組が線形独立か線形従属かを調べよ.
1

3

2

 ,

2

3

4

 ,

4

1

3

 ,


 1

−1

−2

 ,

2

2

3

 ,

3

1

1


問題 4.9.

r > 0, x0 ∈ Rに対して, Br(x0) := (x0 − r, x0 + r)とおく. U ⊂ Rが開集合
であるとは

任意の x ∈ U に対して, ある正の実数 rが存在して, Br(x) ⊂ U が成り立つ

ことをいう.

(1) 論理記号を用いて, 開集合の定義を述べよ.

(2) U ⊂ Rが開集合でないことを論理記号を用いて述べよ.

(3) 開区間 (0, 1) ⊂ Rが開集合となることを示せ.



第 5 章

同値関係と商集合

△ABCと三角形△A′B′C ′を考える. この二つの三角形が合同のとき,

△ABC ≡ △A′B′C ′

と書いていた. この合同≡は次の性質をみたすことは, ほぼ明らかであろう.

• 同じ三角形は合同 (反射律という)

△ABC = △ABC

• △ABCと△A′B′C ′が合同ならば, △A′B′C ′と△ABCも合同 (対称律)

△ABC ≡ △A′B′C ′ =⇒ △A′B′C ′ ≡ △ABC

• △ABCと△A′B′C ′, △A′B′C ′と△A′′B′′C ′′のそれぞれが合同ならば,

△ABCと△A′′B′′C ′′も合同 (推移律)

△ABC ≡ △A′B′C ′, △A′B′C ′ ≡ △A′′B′′C ′′ =⇒ △ABC ≡ △A′′B′′C ′′

これにより, 三角形を分類することができる. ものごとを分類するには, 2

つのものがみたすかみたさないかの規則を考えることが重要になる. また, (通
常の実数の等号を考えると)反射律, 対称律, 推移律の 3つの条件はみたしてい
て欲しい条件といえる. そこで, これらの条件を抽象化して, 集合の上に同値関
係を定義し, 集合を分類することを考える.

1. 同値関係

定義 5.1 (同値関係).

Xを集合とする. x, y ∈ Xに対して, x ∼ yか x ̸∼ yのどちらかが常に成り
立つ規則∼が与えられていて, 次をみたすとき, ∼を同値関係という.

(1) (反射律) 任意の x ∈ Xに対して x ∼ x.

(2) (対称律) 任意の x, y ∈ Xに対して x ∼ yならば y ∼ x.

(3) (推移律) 任意の x, y, z ∈ Xに対して x ∼ y, y ∼ zならば x ∼ z.

65
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例 5.1.

R内の等号=は同値関係となる. また, 不等号≤は同値関係ではない. なぜ
なら, 不等式は対称律をみたさないからである. 例えば 3 ≤ 5だからといって,

5 ≤ 3にはならないことから, 不等式が対称律をみたさないことはわかるであ
ろう.

例 5.2.

X を R2内の三角形全体の集合とする. このとき, 合同≡や相似1∼は同値
関係である.

例 5.3.

p ∈ Nを素数とする. x, y ∈ Zに対して
x ∼ y ⇔

定義
k ∈ Zが存在して x− y = kp

⇔ x− yが pでわり切れる (x, yを pでわったときの余りが同じ)

と定める, このとき, ∼は同値関係となる. この同値関係は

x ≡ y (mod p)

と書くことが多い.

証明.

1. 反射律を示す. 任意の x ∈ Zに対して, x−x = 0 = 0pとなるから, k = 0

ととることにより, x ∼ xが成り立つ.

2. 対称律を示す. 任意の x, y ∈ Zに対して, x ∼ yが成り立つと仮定する.

このとき, ある k ∈ Zが存在して, x− y = kpと書ける. このとき,

y − x = −kp = (−k)p

であり, −k ∈ Zとなるから, y ∼ xが成り立つ.

3. 推移律を示す. 任意の x, y, z ∈ Zに対して, x ∼ yかつ y ∼ zが成り立つ
と仮定する. このとき, ある k1, k2 ∈ Zが存在して x− y = k1pかつ y− z = k2p

と書ける. このとき

x− z = (x− y) + (y − z) = k1p+ k2p = (k1 + k2)p

となり, k1 + k2 ∈ Zとなるから, x ∼ zが成り立つ. □

問題 5.1.

p ∈ Nを素数とし, 簡単のために x, y ∈ Nに対して, k ∈ Zが存在して
x − y = kpと仮定する. このときに, xと yを pで割った余りが等しいことを

1中学生が使う記号は LATEXでは用意されていないようである
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示せ (ヒント: xを pで割った商を q1, 余りを r1と書くと, x = q1p + r1かつ
0 ≤ r1 < pが成り立つ).

例 5.4.

R[X] をXを変数する実数係数多項式全体とする. すなわち

R[X] := {a0 + a1X + · · ·+ anX
n : n ∈ N0, a0, . . . , an ∈ R}

とする. f, g ∈ R[X]に対して

f ∼ g ⇔
定義

h ∈ R[X]が存在して f − g = (X2 + 1)h

⇔ f − yが (X2 + 1)でわり切れる

とおく. このとき, ∼は同値関係となる.

証明.

対称律のみ示す. 任意の f, g ∈ R[X]に対して, f ∼ gが成り立つならば, あ
る h ∈ R[X]が存在して, f − g = (X2 + 1)hと書ける. このとき

g − f = −(X2 + 1)h = (X2 + 1)(−h)

となるが, −h ∈ R[X]となるので, g ∼ f が成り立つ. □

問題 5.2.

例 5.4について, 反射律と推移律を示せ.

2. 同値類と代表元

1と 4と 7は 3で割った余りが等しい. また, 少し注意が必要だが, −2 =

−1× 3 + 1や−5 = −2× 3 + 1とみることで, −2や−5も 3で割ると余りは 1

となる. よって

· · · ≡ −5 ≡ −2 ≡ 1 ≡ 4 ≡ 7 ≡ · · · (mod 3)

がわかる. これら 3で割った余りが 1となる整数を集めれば, 新しい集合

{n ∈ N : n ≡ 1 (mod 3)} = {3m+ 1 : mm ∈ Z}

が定義できる. これを一般化してみよう.

定義 5.2 (同値類, 代表元).

Xを集合, ∼を同値関係, x ∈ Xとする. このとき

C(x) := {y ∈ X : x ∼ y}

とおく. C(x)を xの同値類, xを代表元という.
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注意 5.1.

記号C(x)は参考書 (内田 [3])に従っている. 同値類に対する共通の記号は
ないようである.

例 5.5.

Z上の同値関係≡ (mod 3)に対して

C(1) = {n ∈ Z : 1 ≡ n (mod 3)} = {. . . ,−5,−2, 1, 4, . . .} = {3m+ 1 : m ∈ Z}
C(2) = {n ∈ Z : 2 ≡ n (mod 3)} = {. . . ,−4,−1, 2, 5, . . .} = {3m+ 2 : m ∈ Z}
C(3) = {n ∈ Z : 3 ≡ n (mod 3)} = {. . . ,−6,−3, 0, 3, 6 . . .} = {3m : m ∈ Z}

となる. ところで, 0 ≡ 3 (mod 3)より, 0 ∈ C(3)だが

C(0) = {n ∈ Z : 0 ≡ n (mod 3)}
= {n ∈ Z : k ∈ Zが存在して n− 0 = 3k}
= {n ∈ Z : k ∈ Zが存在して n− 3 = 3(k − 1)}
= {n ∈ Z : 3 ≡ n (mod 3)} = C(3)

となる. また, 2 ̸≡ 1 (mod 3)より 2 ̸∈ C(1)だが, このとき, C(1) ∩ C(2) = ∅
となる. なぜなら, もし, n ∈ C(1) ∩C(2)があったとすると, ある k1, k2 ∈ Zが
存在して, n = 3k1 + 1 = 3k2 + 2 となるから, 2(k1 − k2) = 1となるはずであ
る. しかし, 左辺は 3でわり切れるが, 右辺は 3でわり切れないので矛盾である.

よって, n ∈ C(1)∩C(2)は存在しない. いいかえると, C(1)∩C(2) = ∅となる.

この具体例の計算は一般の同値関係に対しても成立する. すなわち次が成
り立つ.

定理 5.1.

Xを集合, ∼を同値関係, x, y ∈ Xとする.

(1) x ∼ yならばC(x) = C(y).

(2) x ̸∼ yならばC(x) ∩ C(y) = ∅.

証明.

1 (1)を示す. すなわち, x ∼ yならばC(x) = C(y)を示す. だから, 集合の
包含関係C(x) ⊂ C(y)かつC(y) ⊂ C(x)を示せばよい. 任意の z ∈ C(x)に対
して, 同値類の定義より z ∼ xとなる. 仮定より x ∼ yだから, 推移律と対称律
より

z ∼ x ∼ y すなわち z ∼ y

となる. 従って, 同値類の定義より z ∈ C(y)となるから, C(x) ⊂ C(y)となる.

逆の包含関係C(y) ⊂ C(x)も証明は同様である.
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2. (2)を示す. すなわち, x ̸∼ yならば C(x) ∩ C(y) = ∅を示す. 空集合で
あることを示すために, 背理法を用いる. すなわち, z ∈ C(x) ∩ C(y)があった
として矛盾を導く. z ∈ C(x)かつ z ∈ C(y)だから, 同値類の定義より z ∼ xか
つ z ∼ yが成り立つ. よって, 推移律と対称律を用いると

x ∼ z ∼ y すなわち x ∼ y

となるが, これは仮定 x ̸∼ yに矛盾する. よって, C(x) ∩ C(y) = ∅となる. □

この定理 5.1の意味については, 次節でより詳しく説明する.

問題 5.3.

上の証明で (同様であるといって)示さなかった x ∼ yならばC(y) ⊂ C(x)

の証明を補え.

例 5.6.

R[X]に対して, 例 5.4の同値関係∼を考える. X2 +X + 1 ∈ R[X]に対し
て, X2 +X + 1 ∼ Xだから

C(X2 +X + 1) = C(X)

となる. X2 + 2 ∈ R[X]に対して, X2 + 2 ∼ 1だから

C(X2 + 2) = C(1)

となる. 一般に f ∈ R[X]に対して, 一次多項式 aX + b ∈ R[X]が存在して

f ∼ aX + b

となることが知られている2. 特に定理 5.1から f ∈ R[X]の同値類 C(f)の代
表元として, 一次多項式 aX + b ∈ R[X]がとれて

C(f) = C(aX + b)

とできる.

問題 5.4.

例 5.4の同値関係∼を考える. f ∈ R[X]が次で与えられたときに, C(f) =

C(aX + b)となる a, b ∈ Rを求めよ.

(1) f(X) = 3X2 + 4X + 1

(2) f(X) = X3 +X2 +X + 1

2環論や単因子論, 割り算と約数の話を使う
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3. 商集合

Z上の同値関係≡ (mod 3)について

(5.1) Z = C(0) ∪ C(1) ∪ C(2)

が成り立つ. なぜなら, 整数を 3でわると, 余りは 0か 1か 2のいずれかだから
である. さらに

C(n) ∩ C(m) = ∅ (n,m = 0, 1, 2 n ̸= m)

もいえるから, (5.1)の右辺はZを三つの集合にわけていることがわかる. そこ
で, Z3 := {C(0), C(1), C(2)}と定める. 同値類を集合の元とみて新しい集合を
作ることができる.

(5.1)は 3でわった余りに着目して Zをわけたのであるが, これは同値関係
があればいつでも定義することができる.

定義 5.3 (商集合).

Xを集合, ∼を同値関係とする. このとき

X/∼ := {C(x) : x ∈ X}

と定義する. X/∼をXの∼による商集合という.

問題 5.5.

∼を≡ (mod 3)とする. このとき Z3 = Z/∼を示せ. 特に, Z/∼ ⊂ Z3を
示せ.

ここで, 定理 5.1の意味について説明する. x, y ∈ X に対して, x ∼ yな
らば C(x) = C(y), x ̸∼ yならば C(x) ∩ C(y) = ∅. であった. このことから,

C(x) = C(y)またはC(x) ∩ C(y) = ∅のどちらかが成り立つことがわかるのだ
が, 否定を考えると, C(x) ̸= C(y)かつC(x)∩C(y) ̸= ∅の両方が成り立つこと
はないことがわかる. これにより, X/∼はXを互いに交わらない部分集合で分
割していることがわかる.

例 5.7.

Z上の同値関係≡ (mod 5)に対して

Z5 = Z/≡ (mod 5)

= {C(n) : n ∈ Z}
= {C(0), C(1), C(2), C(3), C(4)}
= {C(5), C(6), C(7), C(8), C(9)}
= {C(0), C(1), C(2), C(3), C(4), C(5), C(6), C(7), C(8), C(9), C(10)}
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となる. 最初と最後の表記は C(0) = C(5) = C(10)なので, 同じ元がいくつも
あることに注意せよ.

さて, ϕ : Z → Z5を n ∈ Zに対して

ϕ(n) := C(n)

で定義すると, ϕは全射になる. 実際に任意のC(n) ∈ Z5に対して,代表元n ∈ Z
がとれるから, ϕ(n) = C(n)がわかる. この射影は Z5を考えるうえで, もっと
も自然に表れる写像と考えることができる.

定義 5.4 (射影).

X を集合, ∼を同値関係とする. このとき, ϕ : X → X/∼を x ∈ X に対
して

ϕ(x) := C(x)

で定義する. この ϕをXからX/∼への自然な射影 (canonical projection) とい
う3.

問題 5.6.

Xを集合, ∼を同値関係とするとき, 自然な射影 ϕ : X → X/∼は全射にな
ることを示せ.

例 5.8.

R[X]に対して, 例 5.4の同値関係∼を考える. このとき

R[X]/∼ = {C(f) : f ∈ R[X]} = {C(aX + b) : a, b ∈ R}

となる. この∼はX2+1での余りが等しいという意味だったので, R[X]/(X2+

1) := R[X]/∼と書く. R[X]からR[X]/(X2 +1)への自然な射影 ϕは f ∈ R[X]

に対して

ϕ(f) = C(f) = C(a+ bX) (f ∼ aX + b)

となる.

より一般に h ∈ R[X]を一つ固定したとき, f, g ∈ R[X]に対して

f ∼ g ⇔
定義

f − gが hでわりきれる

と定義すると, ∼は同値関係になるが, この同値関係における商集合をR[X]/h

と書く. 今までの具体例は h(X) = X2 + 1で考えていたが, X2 + 1である必要
はない.

3標準的射影ということもある
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4. 同値類による計算とwell-defined

Z3 = {C(0), C(1), C(2)}であった. ここで, 次の問題を考える.

3でわると 1余る整数を a, 2余る整数を bとすると, a+ bを 3でわった余り
はいくつか？
この問題は文字と式を用いた中学生のいい演習問題であるが, 証明を書いて

みよう.

証明.

ある n,m ∈ Zが存在して, a = 3n+ 1, b = 3m+ 2とできるから

a+ b = (3n+ 1) + (3m+ 2) = 3n+ 3m+ 3 = 3(n+m+ 1)

より a+ bを 3でわると余りは 0. □

この計算のポイントは余りの和 1 + 2 = 3が 3でわりきれることである. つ
まり, 余りだけを注意すればよい. だから

C(1) + C(2) := C(1 + 2) = C(3) = C(0)

と定義すればよいのではないかと思われる. しかし, これには困ることがいく
つかある. 例えば, C(1) = C(4), C(2) = C(5)であったが

C(1) + C(2) = C(1 + 2) = C(3)

C(4) + C(5) = C(4 + 5) = C(9)

となるが, このときに C(3) = C(9)になっているのだろうか？また, 他の場合
ではどうなのだろうか？つまり, 代表元をとりかえたときに, 得られる答えが
同じのになっているのかどうかが問題になる.

そこで問題を整理しよう.

問題 a ≡ a′ (mod 3)と b ≡ b′ (mod 3), すなわちC(a) = C(a′)とC(b) =

C(b′)を仮定する. このときに, C(a + a′) = C(b + b′)となるのだろうか,

すなわち a+ b ≡ a′ + b′ (mod 3)となるのだろうか？

問題の証明.

C(a) = C(a′)とC(b) = C(b′)を仮定するとa ≡ a′ (mod 3)と b ≡ b′ (mod 3)

が成り立つのだから, ある n,m ∈ Zが存在して a − a′ = 3n, b − b′ = 3mとで
きる. このとき

(a+ b)− (a′ + b′) = (a− a′) + (b− b′) = 3n+ 3m = 3(n+m)
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となる. n + m ∈ Zだから, a + b ≡ a′ + b′ (mod 3)がわかる. すなわち,

C(a+ a′) = C(b+ b′)が成り立つ. □

このことから, C(a), C(b) ∈ Z3に対して

(5.2) C(a) + C(b) := C(a+ b)

と定義することができる. このとき (5.2)の定義は「問題の証明」より代表元
a, bの選び方には依らずに定まる. このとき, (5.2)の定義はwell-defined であ
るという4.

例 5.9.

C(a), C(b) ∈ Z5に対して, C(a)とC(b)とのかけ算を

C(a) · C(b) = C(ab)

で定義したとき, この計算は well-definedである. すなわち, a ≡ a′ (mod 5),

b ≡ b′ (mod 5)ならば ab ≡ a′b′ (mod 5)となる.

証明.

a ≡ a′, b ≡ b′ (mod 5)より,あるn,m ∈ Zが存在してa−a′ = 5n, b−b′ = 5m

とできる. 従って,

ab = (a′ + 5n)(b′ + 5m) = a′b′ + 5(a′m+ b′n+ 5mn)

となるから,

ab− a′b′ = 5(a′m+ b′n+ 5mn)

となる. a′m+ b′n+ 5mn ∈ Zより, ab ≡ a′b′がわかる. □

一般に素数 pとC(a), C(b) ∈ Zpに対して

C(a) + C(b) := C(a+ b)

C(a) · C(b) := C(a · b)

と定義すると, この定義はwell-definedになる (実は pは素数でなくてもよい).

pが素数のときは, C(a) ̸= C(0)かつC(b) ̸= C(0)ならばC(a) ·C(b) ̸= C(0)が
わかる. 対偶をとっていいかえると

C(a) · C(b) = C(0) =⇒ C(a) = 0 または C(b) = 0

となる5. pが素数でないときは, この性質はなりたたない. すなわち, C(a) ̸=
C(0)かつC(b) ̸= C(0)だがC(a) · C(b) = C(0)となることがある.

4well-definedのいい和訳はなさそうである.
5たし算とかけ算が定義できて, この性質をみたす集合を整域という. 詳しくは環論で学ぶ.
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問題 5.7.

C(a), C(b) ∈ Z4とする.

(1) C(a), C(b)の和C(a) + C(b)を

C(a) + C(b) := C(a+ b)

により定義する. この定義がwell-definedであることを示せ.

(2) C(a), C(b)の積C(a) · C(b)を

C(a) · C(b) := C(ab)

により定義する. この定義がwell-definedであることを示せ.

(3) C(a) ̸= C(0) かつ C(b) ̸= C(0) であるが, C(a) · C(b) = C(0) となる
C(a), C(b) ∈ Z4をみつけてみよ.

5. 応用: CやRの構成

5.1. 複素数体Cの構成. i =
√
−1とおいて, 複素数を考えたが, そもそも,

こんな数は存在するのだろうか？問題をはっきりさせるために, もう少し整理
したいい方をすると Cと同じような構造をもつものは Rから作ることができ
るのだろうか？6ここでは, R[X]を用いた複素数Cの構成を説明する7.

f ∈ R[X]に対して, 例 5.4で定義した同値関係に関する同値類を f とあら
わすことにする. すなわち

f = {f ∈ R[X] : h ∈ R[X]が存在して f − g = (X2 + 1)h}

とおく.

命題 5.1.

f, g ∈ R[X]/(X2 + 1)に対して,

f + g := f + g

f · g := f · g

で定める. この定義はwell-definedである.

問題 5.8.

命題 5.1を示せ.

6ここでいう構造というものは代数構造のことをいう. つまり,たし算とかけ算が同じとい
うことである.

7Stewart [14]を参考にした.
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さて f(X) = a+ bX, g(X) = c+ dX ∈ R[X]に対して, f + g, f · gを計算し
てみると

f + g := (a+ c) + (b+ d)X

f · g := (ac− bd) + (ad+ bc)X
(5.3)

となる. ところで, X = i =
√
−1とおいてみると, (5.3)は複素数のたし算とか

け算によく似ている. 実際に

(a+ bi) + (b+ di) := (a+ c) + (b+ d)i

(a+ bi) · (b+ di) := (ac− bd) + (ad+ bc)i

となることは知っているであろう. また, とりあえずCを知っているとすると

C ∋ a+ bi 7→ a+ bX ∈ R[X]/(X2 + 1)

は全単射である. つまり, R[X]/(X2+1)はCの集合としてのコピーになってい
て,たし算とかけ算が同じになっていることがわかる8. R[X]/(X2+1)はRと多
項式の計算だけしか使っていない,特に

√
−1を使っていないので, R[X]/(X2+1)

をCとみなすことができる.

この小節の最後に, どうしてこういう議論が必要なのかを少しだけ説明して
おく. Rの世界で Cと同じものが作れなかったとしよう. すると, Cでの計算
はRの世界では虚構の計算, 意味のない計算ということになってしまう. なぜ
なら, Rの世界でCと同じものがないのだから, Rの世界とは関係のない計算
となってしまうはずだからである. しかし, 我々は通常R ⊂ Cと認識している
し, Cが本質的な役割を果たす物理学もある (量子力学は複素数を本質的に用
いている). RからCを構成できることによって, Rの世界とCの世界をつなぐ
ことができるのである.

5.2. 実数体Rの構成. この節は, E.Hainar, G.Wanner [13] の III.1.2節に
基づいている.

自然数Nはわかっていることにする. 自然数Nはたし算とかけ算をするこ
とができるが, ひき算はできない (3 − 5は自然数にならない). 整数 Zはたし
算,ひき算, かけ算をすることができるが, わり算はできない (1÷ 2は整数にな
らない). そして, 有理数Qや実数Rはたし算, ひき算, かけ算と 0でないわり
算をすることができる. では, QとRは何が違うのだろうか？
例えば,

√
2が有理数でないことは, ピタゴラスの時代, 紀元前に近い時期か

ら知られていたが, 病的な数字として認識されていなかった. その後, さまざ
8この部分は代数学における群論や環論における同型という言葉を用いるともっとはっき

りと説明できる.
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まな発展の後に, 2次方程式を解くための平方根の知識や, さらに多項式の解と
しては表すことのできない円周率 πや自然対数の底 e, さらには虚数 i =

√
−1

もEulerの時代 (18世紀)には認識されていたらしい. ところが, 実数Rとは何
か？という問いは, だれもはっきりした答えを出していなかった (そもそも問題
意識になっていなかったと思われる). この問題を認識したのが, Cauchy(19世
紀)で, Cauchyは微分 (導関数)や積分, 無限級数が極限であるとつきつめ, 最後
に極限とは何か？を考えることが実数Rを考えることであると問題提起した.

この問題提起や Cauchyの証明の多くのギャップを埋めたのが, Weierstrassや
Heine, Cantorなどである.9

話をQとRの違いにもどそう. Rで重要な性質は {an}∞n=1 ⊂ Rが Cauchy

列であるとき, すなわち

「任意の ε > 0に対してあるN ∈ Nが存在して, すべての n,m ∈ N に対して
n,m ≥ N ならば |an − am| < ε」

が成り立つとき, {an}∞n=1はある a ∈ Rに収束すること, すなわち

「任意の ε > 0に対してあるN ∈ Nが存在して, すべての n ∈ N に対して
n ≥ N ならば |an − a| < ε」

とできることである. ここで, 強調したいのは, この性質 (完備という)は,

Qでは成立しないということである. 例えば,

1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, . . . →
√
2 ̸∈ Q

である. つまり, 有理数の数列の極限を考えると, 有理数にならないことがあ
る. 上の数列はCauchy列になっているが, Q上で収束しない.

では, この完備性を証明するにはどうしたらよいのだろうか？この問題は
「実数Rとは何か？」という問題に帰着する非常に難しい問題である. この問
題はDedekindと Cantor, Heineによってそれぞれ独立に答えを出した. 以下,

Cantor とHeineのアイデアに従った説明をする. Dedekindによる実数の構成
(Dedekind切断を用いる方法)は, インターネットなどで調べて欲しい.

集合Xを

X := {{an}∞n=1 ⊂ Q : Cauchy列 }

9つまり, 微分積分学での ε-δ論法などは, 19世紀の天才達のアイデアである. そう考える
と, すぐに理解できるわけないということも容易に想像がつくだろう. だからといって, あきら
めてよいと言いたいわけではなく, 理解しようといろいろ考えをめぐらすなどの努力が大切で
ある.
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とおく. つまり, X は有理 Cauchy列全体のなす集合である. 集合X に同値関
係∼を {an}∞n=1, {bn}∞n=1 ∈ Xに対して

{an}∞n=1 ∼ {bn}∞n=1 ⇔
定義

lim
n→∞

|an − bn| = 0

によって定義する. このとき, ∼は実際に集合X の同値関係になる (各自, 確
かめよ). このとき, Q/∼をQの完備化という. このときに R := Q/∼と定義
する.

例えば,
√
2は有理数列

a1 = 1, a2 = 1.4, a3 = 1.41, a4 = 1.414, . . . →
√
2

による同値類として定義する. すなわち
√
2 = C({an}∞n=1) とする. このとき,

別の有理数列

b1 = 1, b2 = 1.41, b3 = 1.4142, b4 = 1.414213, . . . →
√
2

としても,
√
2 = C({bn}∞n=1)となるが, このとき, {an}∞n=1 ∼ {bn}∞n=1がわかる.

すなわち
√
2 = C({an}∞n=1) = C({bn}∞n=1)

となる.

この定義によって, 実数が何かというものを定義することができた. 次にす
べきことは, この実数にたし算とかけ算を定義して, その定義がwell-definedで
あることや, 結合法則, 交換法則, 分配法則や割り算ができることなどを示すこ
とである. これらの細部まで完全な証明は Landauによって与えられた. 証明
の中で Landauは多くの部分が「退屈な仕事 “langweilige Mühe”」と記述して
いる. Landauも退屈な仕事といっているくらいなので, このノートでは証明は
略する. 興味があれば, Landau, “Foundations of Analysis,” [12] などを見よ.

R = Q/∼が完備であることを示すには, 不等式と距離を定義しなければ
いけない. 不等式を定義するために, もし, 収束する数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1が
lim
n→∞

an < lim
n→∞

bn をみたすならば, ある ε0 > 0がとれて lim
n→∞

an + ε0 ≤ lim
n→∞

bn

となるが, このとき, 十分大きなすべての n ∈ Nに対して an + ε0 ≤ bn となる
ことに注意しよう.

定義 5.5 (順序).

実数C({an}∞n=1), C({bn}∞n=1) ∈ R = Q/∼に対して,

C({an}∞n=1) < C({bn}∞n=1)
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であるとは, ある ε > 0とN ∈ Nが存在して, 任意の n ∈ Nに対して, n ≥ N

ならば an + ε ≤ bn が成り立つときをいう. また,

C({an}∞n=1) ≤ C({bn}∞n=1)

であるとは, C({an}∞n=1) < C({bn}∞n=1)または C({an}∞n=1) = C({bn}∞n=1) が成
り立つときをいう.

距離を定義するためには, 絶対値が定義できていればよいことが知られてい
る (ここで出てくる距離は, 二つの実数を数直線にプロットしたときの離れ具
合いと思ってよい. 数学入門CD, さらには現代解析学などでの話題である).

定義 5.6 (絶対値).

実数 C({an}∞n=1) ∈ R = Q/∼に対して, C({an}∞n=1)の絶対値 |C({an}∞n=1)|
を

|C({an}∞n=1)| := C({|an|}∞n=1)

で定義する. つまり, 有理数列の絶対値による同値類で定義する.

具体例で感覚のみ説明しよう. −
√
2は有理数列

a1 = −1, a2 = −1.4, a3 = −1.41, a4 = −1.414, . . . → −
√
2

による同値類として定義できるが, このとき, | −
√
2| =

√
2は

a1 = | − 1|, a2 = | − 1.4|, a3 = | − 1.41|, a4 = | − 1.414|, . . . → | −
√
2| =

√
2

として定義したことになる.

定理 5.2 (実数の完備性).

R := Q/∼は完備である. すなわち, {an}∞n=1 ⊂ Q/∼をCauchy列としたと
きに, a ∈ Q/∼が存在して, lim

n→∞
an = aとなる.

証明.

1. 各 n ∈ Nに対して, an = C({bin}∞i=1)となる {bin}∞i=1 ∈ X を一つ選ぶ.

任意の j ∈ Nに対して, {an}∞n=1がCauchy列だからあるNj ∈ Nが存在して任
意の n, k ∈ Nに対して

n ≥ Nj =⇒ |an − an+k| <
1

j

とできる. このとき, |an − an+k| = C({|bin − bi,n+k|}∞i=1)だったことから, すべ
ての i ∈ Nに対して |bi,Nj

− bN1+i,Nj+k| ≤ 1
2j
とできる.10 そこで, 対角線論法を

10注意深く考えると, ある N ∈ Nが存在して, i ≥ N でなれけば, この不等式はそのまま
では成立しないことがわかる. しかし, 代表元となる有理 Cauchy列をとりかえることにより,

この不等式がすべての i ∈ N で成立することが示せる.
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使って, cj := bjNj
とおいてみる. 目標は, a := C({vj}∞j=1)に {an}∞n=1が収束す

ることである.

2. 任意の j ∈ Nに対して |aj−cj| ≤
1

j
を示す. |aj−cj| = C({|bjn−cj|}∞n=1)

より n ≥ Njならば

|bjn − cj| = |bjn − bjNj
| ≤ 1

j

とできる. よって, |aj − cj| ≤
1

j
がわかる.

3. {cj}∞j=1が有理Cauchy列である, すなわち {cj}∞j=1 ∈ Xを示す. j, k ∈ N
について, 有理数 |cj − cj+k|は有理数と思っても実数と思っても値がかわら
ないので, 任意の ε > 0に対して,

1

N0

< εをみたす N0 ∈ Nをとると, j ≥
max{N0, NN0}ならば

|cj − cj+k| = |cj − aj + aj − aj+k + aj+k − cj+k|
≤ |cj − aj|+ |aj − aj+k|+ |aj+k − cj+k|

≤ 1

j
+

1

N0

+
1

j + k

≤ 1

N0

+
1

N0

+
1

N0

≤ 3ε

(5.4)

とできることから, {cj}∞j=1が有理Cauchy列であることがわかる. そこで, a =

C({cj}∞j=1)とおいてみる. |cj − a| = C({|cj − cj+k|}∞k=1)だから, (5.4)に注意す
ると, j ≥ max{N0, NN0}ならば |cj − a| ≤ 3εとなることに注意しておく.

4. 最後に an → a (n → ∞)を示す. n ≥ N0ならば

|an − a| ≤ |an − cn|+ |cn − a| ≤ 1

n
+ 3ε ≤ 4ε

となるので, an → a (n → ∞)がわかる. □

6. 演習問題

問題 5.9 (有理数の構成).

m,m′ ∈ Z, n, n′ ∈ Nが
m

n
=

m′

n′ ならばmn′ = m′n である. mn′ = m′nは

整数の性質しか使っていないことに注意して, 整数から有理数を構成してみよ
う. 以下の問題では, 分数をおもてに出さずに考えよ.

(m,n), (m′, n′) ∈ Z× Nに対して,

(m,n) ∼ (m′, n′) ⇔
定義

mn′ = m′n
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で定義する.

(1) ∼が Z × N上の同値関係となることを示せ (ヒント: 少し難しいのは

推移律の証明. もし,
m

n
=

m′

n′ ,
m′

n′ =
m′′

n′′ ならば両辺に n′をかけるこ

とで,
mn′

n
= m′ =

m′′n′

n′′ となることがわかる. このアイデアを推移律

の証明にどう反映させればよいか考えてみよ).

(2) (m,n) を (m,n) ∈ Z × N の ∼ に関する同値類とする. このとき,

(m,n), (m′, n′) ∈ Z × Nに対して足し算 (m,n) + (m′, n′)と掛け算
(m,n) · (m′, n′)を

(m,n) + (m′, n′) := (mn′ +m′n, nn′), (m,n) · (m′, n′) := (mm,nn′)

で定義する. この足し算と掛け算の定義がそれぞれ well-definedであ
ることを示せ.

以上により, (Z × N)/∼に足し算と掛け算が定義できることがわかった. さら
に頑張ると, この演算が結合法則や分配法則などをみたすことが示せる (少し
面倒). よって, Q := (Z× N)/∼と定義することができる.

問題 5.10.

Mn(R)を n次実数値正方行列のなす集合, GLn(R)を n次実数値正則行列
のなす集合とする. このときA,B ∈ Mn(R)に対して

A ∼ B ⇐⇒
定義
ある P ∈ GLn(R) が存在して A = P−1BP

で定義する. なお, A,B ∈ Mn(R)に対して, tr(AB) = tr(BA)となることと
det(AB) = det(A) det(B)となることは認めてよい.

(1) ∼はMn(R)上の同値関係になっていることを示せ.

(2) [A]を A ∈ Mn(R)の ∼に関する同値類とする. このとき, tr([A]) :=

tr(A)と定めると, この定義がwell-definedであることを示せ.

(3) det([A]) := det(A)と定めると, この定義が well-definedであることを
示せ.
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集合の濃度

無限という言葉は数学のみならず, いろいろなところで聞くことができる.

例えば, 「素数は無限個存在する」は, 背理法のいい練習問題である. また, 実
数列が無限大に発散するという表現も微積分ではよく使う. さて, これらの無
限というのはすべて同じものであろうか？もう少し問題をわかりやすくいうと,

無限集合N, Z, Q, R, Cの元の個数は同じだろうか？違うのだろうか？この問
題に答えるためには, 元の個数を数えることを数学の言葉で表現しなければな
らない.

集合の元の個数は「集合の濃度」という. 最初に, 集合の濃度の定義といく
つかの具体例を説明する. 次に, 無限集合のなかでもとりわけ重要な可算集合
について説明する. この章の最後に, 集合全体が集合の濃度について順序付け
できることと, その順序が全順序となることを主張する Bernsteinの定理につ
いて説明する.

1. 集合の濃度

素朴に考えるために, 有限個の場合, 例えば二つの集合 A = {a, b, c, d, e},
B = {α, β, γ, δ, ε}で個数を数える問題を考える. この集合AとBの集合の元
の個数はどちらも 5個であることは見れば明らかであるが, これを数学の言葉
で表現したい.

そのために, ものさしとなる集合C = {1, 2, 3, 4, 5}を用意する. この集合の
元の個数が 5個であることはわかっていることにする. なぜなら, 集合Cは数
を使って作った集合だからである. 次に f : C → Aを

f(1) = a, f(2) = b, f(3) = c f(4) = d, f(5) = e

で定義する. この写像は, 集合Aの元にそれぞれ番号付けをしたものだと思え
ばよいだろう. このとき f は全単射になる. なぜなら, 単射は「Aのどの 2つの
元も番号が違う」ということであり, 全射は「Aのどの元にも番号がついてい
る」ということだからである.

問題 6.1.

上記の写像 f : C → Aが全単射であることを定義にもとづいて示せ.
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この全単射写像 f によって, 集合Aの元の個数が 5個であることが特徴付
けられた. つまり, 全単射写像が存在すれば, 元の個数が同じということができ
る. この特徴を用いて, 集合の濃度を定義しよう.

定義 6.1 (濃度).

集合X, Y の濃度が等しいとは, 全単射写像 f : X → Y が存在するときを
いう. このとき, X ∼ Y や#X = #Y と書いたりする.

有限集合の場合, 例えば#{1, 2, 3, 4, 5} = 5と書いたりする.

命題 6.1 (同値関係).

集合A, B, Cに対して, 次が成り立つ.

(1) A ∼ A,

(2) A ∼ BならばB ∼ A,

(3) A ∼ B, B ∼ CならばA ∼ C.

問題 6.2.

命題 6.1を示せ.

例 6.1.

n ∈ N, A = {1, 2, 3, . . . , n}, B = {1, 2, 3, . . . , n, n + 1}とすると, #A = n,

#B = n+ 1となり, 実際に#A ̸= #Bが示せる. 一般に有限集合A, Bに対し
て, A ⊂ BかつA ̸= Bであれば, #A ̸= #Bが成り立つ.

証明, 鳩ノ巣原理ともいう.

全単射 f : A → Bが存在したとすると, f は全射だから, ある a1 ∈ Aが存
在して f(a1) = 1となる. 同様に, a2 ∈ Aが存在して f(a2) = 2, a3 ∈ Aが存在
して f(a3) = 3,. . . , ある an ∈ Aが存在して f(an) = nとできる. このとき, f

が単射だから, i ̸= jならば ai ̸= ajとなることに注意すると, a1から anはすべ
て違う自然数になるはずである. また an+1 ∈ Aが存在して f(an+1) = n+ 1と
なるが, Aの元の個数は n個だから, an+1は a1から anのどれかに等しい. これ
は f が単射だったことに反する. □

例 6.1でわかるとおり, 有限集合については濃度は集合の元の個数をそのま
ま扱っていることがわかる. しかし, 無限集合についての濃度はそれほど自明
ではない.

例 6.2.

A = {2n : n ∈ N}とおくと, #A = #N. つまり, 正の偶数全体の集合と,

自然数全体の集合の濃度は等しい.



6.1 集合の濃度 83

証明.

f : N → Aを n ∈ Nに対して, f(n) := 2nとおくと, f が全単射写像になる
ことを示す. これにより, 全単射写像 f : N → Aが存在するので, 命題 6.1とく
みあわせて#A = #Nがわかる.

1. f が単射になることを示す. ∀n,m ∈ Nに対して, f(n) = f(m)ならば,

2n = 2mより n = mとなる.

2. fが全射になることを示す. ∀y ∈ Aに対して, ∃n ∈ Nが存在して y = 2n

とかける. よって f(n) = 2n = yとなる. □

問題 6.3.

A := {2n+ 1 : n ∈ N0 = N ∪ {0}}とおくとき, #A = #Nを示せ.

例 6.3.

#N = #Z. つまり, Nと Zは集合の元の個数が等しい.

証明.

f : N → Zを n ∈ Nに対して,

f(n) := (−1)n
[n
2

]
とおく. ここで,

[n
2

]
は

n

2
を越えない最大の整数である (Gauss記号という).

この f は全単射になる. 実際に

f(1) = (−1)1
[
1

2

]
= 0, f(2) = (−1)2

[
2

2

]
= 1,

f(3) = (−1)3
[
3

2

]
= −1, f(4) = (−1)4

[
4

2

]
= 2,

f(5) = (−1)5
[
5

2

]
= −2, . . .

となる. □

問題 6.4.

例 6.3の証明で定めた関数 f : N → Zが全単射になることを確かめよ.

例 6.4.

#N = #(N× N). つまり, #Nと#(N× N)の元の個数は等しい1.

1このことから, 濃度は次元を区別できないだろうことが推測される. なぜなら Nと N2を
同じものと認識してしまっているからである. この事実は例 6.8で再度説明する.
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証明.

f : N× N → Nを (n,m) ∈ Nに対して

f(n,m) := m+
(n+m− 1)(n+m− 2)

2
= m+

n+m−2∑
k=1

k

と定めると, f : N× N → Nは全単射になる. □

問題 6.5 (難).

例 6.4で定めた関数 f : N×N → Nが全単射になることを示せ (ヒント: 単
射の証明は f(n1,m1) = f(n2,m2)を仮定したときに, n1 +m1 = n2 +m2かそ
うでないかで場合わけしてみよ).

つまり, 無限集合の場合はA ⊂ B, A ̸= Bであっても#A = #Bとなるこ
とがある. 例 6.3, 例 6.4のようにNとZ, N×Nの元の個数が同じという, 一見
すると不思議に思えることが成り立つ. 直感的には, ZはNに比べて, 元の個数
が 2倍くらい多いと思えるだろうし, N × Nは Nに比べて, 元の個数が 2乗く
らい多いと思えるだろう. しかし, 無限個の世界を全単射で比較すると, それは
たいした差ではないということがわかる.

2. 可算集合

Nと同じ濃度の集合は特別な性質を持っている. つまり, 例 6.3, 例 6.4でみ
たように ZやN× Nは特別な性質を持っている.

定義 6.2 (可算集合).

#N = ℵ0(アレフゼロ)と書く. #A = ℵ0となる集合Aを可算集合という.

また, 集合Aが有限集合か可算集合であるとき, たかだか可算集合という.

可算集合のもつ特徴として,「無限集合として一番小さい」という性質があ
る. 実際に次の定理が成り立つ.

定理 6.1.

Aを可算集合, B ⊂ Aを無限集合とすると, Bは可算集合, すなわち#B =

ℵ0となる.

証明には, 選択公理と (次の節で説明する)Bernsteinの定理を用いる. この
定理はとりあえず認めることにする.

例 6.5 (あとで別の証明をする).

Qは可算集合, すなわち#Q = ℵ0となる.
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証明.
p

q
∈ Qを (p, q) ∈ Z × Nとみなすと, Q ⊂ Z × Nとなる. Qは無限集合で,

#(Z× N) = ℵ0より#Q = ℵ0である. □

例 6.6.

Rは可算集合ではない.

証明 (Cantorの対角線論法).

#Rが可算集合ならば, その部分集合 (0, 1] ⊂ Rも可算集合なので, 全単射
写像 a : N → (0, 1]が存在する. そこで,

a(n) = 0, an1an2an3 . . . =
an1
10

+
an2
102

+
an3
103

+ · · ·

と無限小数で書くことにする. ただし, aniは 0から 9までの整数であり,

1 = 0.9999 . . . , 0.2 = 0.1999 . . .

などと書くことにする.

a(1) = 0, a11a12a13a14 . . .

a(2) = 0, a21a22a23a24 . . .

a(3) = 0, a31a32a33a34 . . .

a(4) = 0, a41a34a43a44 . . .

と書いたときに, a11, a22, a33, a44, . . .に着目して, n ∈ Nに対して

bn =

{
1 annが偶数

2 annが奇数

とおくと,一つの実数 b = 0.b1b2b3b4 . . . ∈ (0, 1]が定まる. このとき, b = a(n)と
なる n ∈ Nは存在しない. 実際, ∀n ∈ Nに対して, 偶奇が異なるので ann ̸= bn
となるから a(n) ̸= bである. 従って aが全単射であったことに矛盾する. □

この証明に使った,対角成分を選ぶ手法をCantorの対角線論法という. Can-

torの対角線論法は, 部分列の存在を示すときによく用いられる.

定義 6.3 (連続濃度, 非可算集合).

R = ℵと書き, 連続濃度という. 集合Aがたかだか可算集合でないとき, 非
可算集合という.

例 6.7.

#(−1, 1) = ℵ.
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証明.

f : R → (−1, 1)を x ∈ Rに対して

f(x) = arctan
(π
2
x
)
=

∫ π
2
x

0

1

1 + y2
dy

で定めると, fは全単射になることが示される. 証明には,定理 2.4を用いる. □

例 6.8.

#(R × R) = #(R2) = ℵが成り立つ. つまり, 濃度では次元を区別できな
い. これを示すための全単射写像 f : R → R2はかなり複雑である.

例 6.9.

#R ̸= #2R = #{A : A ⊂ R}. 一般に集合X に対して, #X ̸= #2X . 従っ
て, いくらでも濃度の違う集合が存在する.

3. Bernsteinの定理

A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}とおくと, #A ≤ #Bとしたくなる
だろう. 実際にAの元の個数は 5個, Bの元の個数は 6個で, Aの元の個数より
多いからである. これを数学で表現するために, f : A → Bを

f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 3, f(4) = 4, f(5) = 5

と定義してみる. このとき, fは単射になることがわかる. 一般に有限集合A,B

に対して f : A → Bが単射であるとき, Bの元の個数はAの元の個数より多い
ことがわかる (鳩の巣原理を使う). そこで, 次の定義を与える.

定義 6.4.

集合X, Y に対して, #X ≤ #Y であるとは, 単射 f : X → Y が存在するこ
とである. #X < #Y であるとは, #X ≤ #Y かつ#X ̸= #Y であることを
いう.

x, y, z ∈ Rに対して,「x ≤ xとなること」と,「x ≤ y, y ≤ z ならばx ≤ z」
は自明であろう2. これと同じことは集合の濃度についても成り立つ. すなわち,

次の命題が成り立つ.

命題 6.2.

X, Y, Zを集合とする.

(1) #X ≤ #X,

(2) #X ≤ #Y かつ#Y ≤ #Zならば#X ≤ #Z.

2証明せよといわれると難しい問題である. 実数とは何か？にたちかえらなければならない
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問題 6.6.

命題 6.2を示せ.

x, y ∈ Rに対して, 「x ≤ yかつ y ≤ xならば x = yとなること」は不等式
で非常に重要な性質である. この性質が集合の濃度についても成り立つかどう
かはまったく自明ではない. つまり, 集合X, Y に対して, 「#X ≤ #Y かつ
#Y ≤ #X」が成り立つからといって, #X = #Y , すなわち, Xから Y への全
単射写像が存在するかどうかは簡単な問題ではない. 幸いにして, 次の定理が
知られている.

定理 6.2 (Bernsteinの定理).

集合X, Y に対して, #X ≤ #Y かつ#Y ≤ #X ならば#X = #Y が成
り立つ. つまり, 単射 f : X → Y と g : Y → X が存在すれば, 全単射写像
F : X → Y が存在する.

証明については, 例えば内田 [3]を参照されたい. 命題 6.2 と定理 6.2より

1. #X ≤ #X (X:集合)

2. #X ≤ #Y , #Y ≤ #Xならば#X = #Y (X, Y :集合)

3. #X ≤ #Y , #Y ≤ #Zならば#X ≤ #Z (X,Y, Z:集合)

が成り立つ. この 3条件が成り立つとき, ≤を半順序とか半順序関係という. ま
た, U を集合全体3としたときに, (U ,≤)を半順序集合という. 実は, X, Y ∈ U
に対して,

(6.1) #X ≤ #Y または #Y ≤ #X

のどちらかは必ず成立する4. 半順序集合が (6.1)の性質を持つとき, 全順序集
合という. 例えば (R,≤)や (U ,≤)は全順序集合である.

例 6.10.

#Q = #Nであることを Bernsteinの定理を使って示せる. 実際に, 単射
f : Q → Z× Nを r =

p

q
∈ Qに対して, f(r) = (p, q)と定めればよい. ただし,

p, qは既約で, q ∈ Nとする.

問題 6.7.

例 6.10のアイデアを用いて, Qが可算集合であることを示せ.

3Universeという. この部分はわざと曖昧に書いてある. なぜ U を設定しなければいけな
いかは, Russellのパラドックスを調べてみよ

4証明には選択公理を用いる.
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4. 演習問題

問題 6.8.

定義に基づいて, 次を示せ.

(1) #N = #{2n : n ∈ Z}
(2) #N = #N3

(3) #R = #C

問題 6.9.

実数の完備性を示した定理 5.2は, Cantorの対角線論法と同様の議論を用
いている. どのように用いているか考察せよ.

問題 6.10 (Russellのパラドックス).

集合族U を

(6.2) U := {A : Aは集合でA ̸∈ Aが成り立つ }

と定義する. このとき, 次を示せ.

(1) U ̸∈ U とすると矛盾が成り立つ.

(2) U ∈ U とすると矛盾が成り立つ.

つまり, 集合を素朴に第 1章の定義で定めると, (6.2)のように定義は一見
するとできているようだが, U ∈ U を真とも偽ともできない矛盾が生じる. こ
の矛盾を解消するためには, 先に集合全体が何か？を決めておく必要がある.
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選択公理とその周辺

{Aλ}λ∈Λを集合族, Λを添字集合とする (わかりにくければ, Λ = Nと思っ
ておいてよい). このときに無限個の直積集合は∏

λ∈Λ

Aλ :=

{
f : λ →

∪
λ∈Λ

Aλ, 任意のλ ∈ Λに対して f(λ) ∈ Aλ

}
と定義するのであった. なお, Λ = Nのときは, a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, a3 ∈ A3. . .に
対して

(a1, a2, a3, . . .) ∈
∏
n∈N

An = A1 × A2 × A3 · · ·

と思っておけばよい. このとき, 選択公理とは「任意の λ ∈ Λに対して, Aλ ̸= ∅
ならば,

∏
λ∈Λ

Aλ ̸= ∅となる」であった. この選択公理と同値な命題はよく用い

られる.

定理 7.1.

以下は同値となる.

(1) 選択公理が成り立つ
(2) 帰納的半順序集合は極大元を持つ (Zornの補題)

(3) すべての集合は, ある半順序を考えることで整列集合とできる (整列可能
定理)

この節での目標は定理 7.1の主張の理解, 特に Zornの補題と整列可能定理
の主張を理解することである. なお, 定理 7.1はこのノートでは証明しない. 証
明については, 内田 [3]を参照せよ.

1. Zornの補題

1.1. 順序関係. 同値関係は集合の二つの元が「等しい」ことを抽象化した
ものであった. 順序関係は集合の二つの元の「大きさが比較できる」ことを抽
象化したものである.
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定義 7.1 (半順序集合).

Xを集合, x, y ∈ Xに対して, x ≤ yまたは x ̸≤ yのどちらかが成り立つ規
則≤が与えられていて次をみたすとき, ≤を半順序といい, (X,≤)を半順序集
合という.

(1) (反射律) 任意の x ∈ Xに対して x ≤ x.

(2) (反対称律) 任意の x, y ∈ Xに対して x ≤ y, y ≤ xならば x = y.

(3) (推移律) 任意の x, y, z ∈ Xに対して x ≤ y, y ≤ zならば x ≤ z.

例 7.1.

≤を Rの通常の不等式とすると, (R,≤)は半順序集合になる. 半順序集合
はRの不等式を一般化したものである.

例 7.2.

U を集合全体としたときに, (U ,⊂)は半順序集合になる. 反対称律は集合
の等号の定義そのものである.

例 7.3.

≤を Rの通常の不等式とすると, (C,≤)は半順序集合ではない. 例えば,

i =
√
−1 ≤ 1などの意味がないことに注意せよ.

定義 7.2 (全順序集合).

半順序集合 (X,≤)が全順序集合であるとは,任意のx, y ∈ Xに対して, x ≤ y

または y ≤ xのどちらかが成り立つことである.

例 7.4.

(R,≤)は全順序集合である. 実際に任意の x, y ∈ Rに対して, x ≤ yまた
は y ≤ xは成立する (つまり, どちらかが常に大きいという関係があるという
こと)

例 7.5.

U を集合全体としたときに, (U ,⊂)は全順序集合にならない. 例えば, A =

{1, 2, 3}, B = {3, 4}とすると, A ̸⊂ BかつB ̸⊂ Aである.

定義 7.3 (上界, 下界, 上限, 下限).

(X,≤)を半順序集合, A ⊂ Xとする.

• y ∈ XがAの上界であるとは, 任意の a ∈ Aに対して, a ≤ yが成り立
つことをいう.

• y ∈ XがAの下界であるとは, 任意の a ∈ Aに対して, y ≤ aが成り立
つことをいう.
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• y ∈ X がAの最大元であるとは, y ∈ Aかつ, 任意の a ∈ Aに対して
a ≤ yが成り立つことをいう. このとき, y = maxAと書く.

• y ∈ X がAの最小元であるとは, y ∈ Aかつ, 任意の a ∈ Aに対して
y ≤ aが成り立つことをいう. このとき, y = minAと書く.

• y ∈ XがAの上限であるとは, 集合 {x ∈ X : xはAの上界 }に最小元
が存在して

y = min{x ∈ X : xはAの上界 }

となることをいう.

• y ∈ XがAの下限であるとは, 集合 {x ∈ X : xはAの下界 }に最大元
が存在して

y = max{x ∈ X : xはAの下界 }

となることをいう.

例 7.6.

全順序集合 (R,≤)の部分集合 [0, 1) ⊂ Rの上限と下限を調べてみる.

{x ∈ R : xは [0, 1)の上界 } = {x ∈ R :任意の y ∈ [0, 1), y ≤ x}
= [1,∞),

{x ∈ R : xは [0, 1)の下界 } = {x ∈ R :任意の y ∈ [0, 1), x ≤ y}
= (−∞, 0]

となることがわかる. よって,

sup[0, 1) = min{x ∈ R : xは [0, 1)の上界 } = min[1,∞) = 1

inf[0, 1) = max{x ∈ R : xは [0, 1)の下界 } = max(−∞, 0] = 0

となる. Rの上限, 下限の直感的な理解である「一番大きい値」,「一番小さい
値」に一致していることがわかる.

1.2. Zornの補題. さて, Zornの補題を説明するために必要な, 「帰納的」
と「極大元」について説明しよう.

定義 7.4 (帰納的).

半順序集合 (X,≤)が帰納的であるとは, 任意の Y ⊂ Xに対して, (Y,≤)が
全順序集合ならば, Y は上界を持つことである.

帰納的をどういう意図で専門用語として使うようになったのかは筆者は知
らない (wikipedia Englishを読んだが, 対応する英語はみつからなかった). た
だし,帰納的な半順序集合は数学的帰納法が成り立つような全順序集合を作る
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ことができる. 実際に, x1 ∈ X を一つ選ぶと, ({x1},≤)は全順序集合になる.

よって, 上界をもつから, それを x2 ∈ Xとおく. すると ({x1, x2},≤)はまた全
順序集合になるから, 上界 x3 ∈ X が取れる. すると ({x1, x2, x3},≤)がまた全
順序集合になるから, これを繰り返すと, 帰納的に全順序集合を構成すること
ができる.

問題 7.1.

上記の ({x1, x2},≤)や ({x1, x2, x3},≤)が全順序集合になることを確かめよ.

次に, 極大元を定義しよう.

定義 7.5 (極大元).

半順序集合 (X,≤)に対して, a ∈ Xが極大元であるとは, a ≤ xかつ a ̸= x

となる x ∈ Xが存在しないことである.

a ∈ Xが極大元であるということの直感的な意味は, a < xとなる x ∈ Xは
ないということである. なぜ, このような書き方をしないかというと, a < xと
いう記号を定義していないからである (a < xとは a ≤ xかつ a ̸= xとなるこ
とと定義してもよいが, 通常は定義しない).

これらの準備のもとで, Zornの補題の主張を記述することができる.

定理 7.2 (Zornの補題).

(X,≤)を帰納的半順序集合とする. このとき, X に極大元 a ∈ X が存在
する.

注意 7.1.

Zornの補題は何か具体的に書くことができないもの (関数とか集合とか)の
存在を示すときに使うことが多い1. 存在を示したいものをみたすような集合を
作り, その集合が帰納的な半順序を定義できることを示す.

2. 整列可能定理

定義 7.6 (整列集合).

半順序集合 (X,≤)が整列集合であるとは, 任意のA ⊂ X に対して, 最小元
minAが存在することである.

整列集合は, 直感的には A ⊂ X が小さい順に並べられるということであ
る. a1 = minA, a2 = min(A \ {a1}), a3 = min(A \ {a1, a2})などとすれば,

A = {a1, a2, a3, . . .}と小さい順に並べることができる.

1関数解析学における基本定理ともいえる, Hahn-Banachの定理や, コンパクト位相空間の
積位相空間のコンパクト性に関する Tychonoffの定理は, Zornの補題を用いて証明される.
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命題 7.1.

(X,≤)が整列集合ならば, (X,≤)は全順序集合である.

証明.

任意のx, y ∈ Xに対して, x ≤ yかy ≤ xが成り立つことを示せばよい. そこ
でA = {x, y} ⊂ Xとおくと, (X,≤)は整列集合だったから, minA = min{x, y}
がある.

もし, x = minAならば y ∈ Aに対して x ≤ yであり, 反対に y = minA な
らば x ∈ Aに対して y ≤ xである. 従って, x ≤ yか y ≤ xのどちらかが成り立
つから, (X,≤)は全順序集合である. □
命題 7.1より, (X,≤)が整列集合であるならば,全順序集合であり,全順序集

合ならば半順序集合である. つまり, 整列集合が一番条件の厳しい集合である.

例 7.7.

半順序集合 (N,≤)は整列集合である. 任意のA ⊂ Nに対して最小元が存在
する.

例 7.8.

(R,≤)や (Z,≤), (Q,≤)は整列集合ではない. 例えば, (−∞, 0) ⊂ Rに最小
元は存在しない.

Rに通常の不等式≤を考えると整列集合にはならないことがわかる. しか
し, 別の半順序を考えることによって, 整列集合とできるか？という疑問がでて
くる. これを保証するのが, 次の整列可能定理である.

定理 7.3 (整列可能定理).

Xを集合とする. このとき, あるX上の半順序≤が存在して, (X,≤)は整
列集合とできる.

例えば, CにはRの不等式による順序は定義できないが, 別の整列集合とな
る順序≤があることを定理 7.3は主張している. ただし, その半順序が役に立
つかは別の問題である. また, Banach-Tarskiのパラドックスは整列可能定理を
用いて証明される.





あとがき

参考文献についていくつかの説明を加える. このノートの多くは, 内田 [3]

を参考にした. また, 第 2章 4節の指数関数,三角関数の定義については黒田 [6]

に従った. 複素数まで導入して, Taylor展開を用いた初等関数の定義のしかた
もあるが, それについては, 高木 [7]を参照されたい. 実際に, 数学科向けの微
分積分の教科書においては, Taylor展開を用いた初等関数の定義がよく用いら
れている.

第 4章の論理学については, 中内 [8]を参考にした. 論理学は数学において
必要不可欠なものだが, これらの内容を初学者向けにまとめた本は (筆者の知
る限り)それほど多くはない. このノートを読んで, さらに勉強したい人はとく
にお勧めできる本である.

第 5章 5節は Stewart [14]を参考にした. 筆者が学部時代の頃, 環論の演習
問題として, Cが R[X]/(X2 + 1)と同型になることを証明したが, 当時はその
問題の意図には気がついていなかった. 代数学を勉強することによって, もっ
とすっきりしたCの構成を勉強して欲しい. 実数の構成 (完備化)については,

Hainer-Wanner [13]を参照した. 実数とは何か？という問題は非常に難しいが,

数学科に入学したならば, 実数と有理数の違いについては (細部までの証明が
できるかはともかく)ある程度説明できるようになって欲しい.

証明の書き方については, 飯高 [1]や一樂 [2]を参照して欲しい. 証明を書
くためには,「省略のまったくない証明」を真似して, 写経するくらいのことを
して, 書き方をまねぶことも大切である. このノートも意図的なところ以外は
省略をしないような証明の記述を心掛けたが, どこまで表現として正しいかは
少々心配でもある.

このノートで足りないことについては, 内田 [4, 3], 森田 [10], 松坂 [9]を参
照して欲しい. これらの参考図書のタイトルにもある通り「位相」は「集合」
と切っても切り離せない概念である. そして, この位相を勉強するうえで, 論理
学の知識が非常に重要になる. 位相の勉強でつまづいたときに, このノートが
役に立つことがあれば幸いである.
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含意, 53

完備, 76

偽, 51

帰納的, 91

逆, 53

逆写像, 36

逆正弦関数, 39
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極大元, 92

空集合, 8

結合法則 (写像に対する), 29

結合法則 (集合に対する), 15

結合法則 (命題に関する), 63

元, 7

交換法則 (集合に対する), 13

合成写像, 27

最小元, 91

最大元, 91

差集合, 11

指数関数, 38

自然な射影 (商集合に対する), 71

射影 (商集合に対する), 71
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射影 (直積集合に対する), 40

写像, 23

集合, 7

集合族, 41

十分条件, 53

順序 (実数に対する), 77

上界, 90

上極限集合, 50

上限, 90

条件命題, 53

商集合, 70

真, 51

真理値, 51

真理表, 52

推移律, 65, 90

正弦関数, 39

制限写像, 26

整列可能定理, 93

整列集合, 92

絶対値, 78

線形空間, 39

線形従属, 64

線形独立, 64

全射, 34

全順序集合, 87, 90

全称命題, 55

選択公理, 47

像, 30

添字, 42

添字集合, 42

存在命題, 56

対偶, 53

対称差, 22

対称律, 65

対数関数, 38

代表元, 67

たかだか可算集合, 84

単射, 32

値域, 23

直積集合, 19

直積集合 (無限個の集合に対する), 47

定義域, 23

等号 (写像に対する), 26

等号 (集合に対する), 9

同値, 52

同値関係, 65

同値関係 (集合の濃度に関する), 82

同値類, 67

濃度, 82

鳩の巣原理, 82

反射律, 65, 90

半順序, 87, 90

半順序集合, 87, 90

反対称律, 90

非可算集合, 85

必要条件, 53

否定, 51

標準的射影 (商集合に対する), 71

分配法則 (集合に対する), 17

分配法則 (無限個の集合に対する), 45

閉区間, 8

包含関係, 9

補集合, 11

命題, 51

命題関数, 55

要素, 7

余弦関数, 38

連続濃度, 85

論理積, 52

論理和, 52

和集合, 12, 43
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