
数学入門A 演習問題 (2013年 4月 22日)

問題 1.1 (提出問題).

X := {4n : n ∈ N}, Y := {8n : n ∈ N}, Z := {12n : n ∈ N} とおくとき,

Y ⊂ X, Z ̸⊂ Y

を示せ.

問題 1.1の Y ⊂ Xの証明.

∀y ∈ Y に対して, ある n ∈ Nがとれて, y = 8nと書ける. 8n = 4× (2n)であり, 2n ∈ N
だから y = 8n = 4× (2n) ∈ Xが成り立つ. □

注意.

示すことは, ∀y ∈ Y に対して, yが4の倍数であることだから, m ∈ Nをもちいてy = 4m

の形で書かないといけない. 2× (4n) では, 2の倍数ということになってしまう.

問題 1.2.

X := {2n : n ∈ N}, Y := {3n : n ∈ N}, Z := {4n : n ∈ N} とおくとき,

Z ⊂ X, Z ̸⊂ Y

を示せ.

注意 (問題 1.2について).

4 = (22)n = 22nが成り立つことを使う. 示さないといけないことは何か？をはっきりさ
せること.

高校の数学としての間違いとして, 指数法則の間違いがかなり多かった. 4n = 2× 2nで
はない.

問題 1.3.

集合の記号を用いて, 3の整数巾乗全体からなる集合を記述せよ.

問題 1.4.

集合の記号を用いて, すべての素数 pの正巾乗全体からなる集合を記述せよ.

問題 1.5.

集合の記号を用いて, ある n次方程式 P (x) = 0の複素数解からなる集合を記述せよ.

問題 1.6.

集合A,B,CがA ⊂ BかつB ⊂ CをみたすならばA ⊂ Cを示せ (ヒント: A ⊂ Cを示
したいのだから, 証明の最初の一文は「任意の a ∈ Aに対して」となるはずで, この aに
対して, 証明のどこかで a ∈ C となるはず).

問題 1.7 (問題 1.6の類題).

集合A,B,CがA = BかつB = CをみたすならばA = Cを示せ (ヒント: A = Bか
つB = CからA = Cが導けることは自明ではない. 集合の等号の定義に基いて示す必要
がある. この場合はA ⊂ CとC ⊂ Aの両方を示せばよい. 証明の方針は問題 1.6とだい
たい同じである).



数学入門A 演習問題 (2014年 4月 29日)

問題 2.1 (提出問題).

Rの部分集合A, BでA ⊂ BもB ⊂ Aも成り立たないような例を作れ.

注意.

下記の例ではA = Bとなってしまい, 問題文にあるような「A ⊂ BもB ⊂ Aも成り立
たない」をみたさない.

A := {2n : n ∈ R}, B := {3n : n ∈ R}
A := {2n : n ∈ R}, B := {2n− 1 : n ∈ R}

何が問題かというと, Nではなくて, Rとしているところである. Rとしてしまうと, n = 3
2

なども実数だから, 集合Aは偶数全体のなす集合というわけではなくなってしまう. 実際
に上記の例ではA = B = Rとなる (証明してみよ).

なお上記の例で RをQにしてもあいかわらず正しくない. RをNか Zにかえると (つ
まり, 割り算が常にできるとは限らないように設定すると), 問題文にあるような「A ⊂ B

もB ⊂ Aも成り立たない」具体例となる.

問題 2.2.

背理法を用いて,
√
5 ̸∈ Qを示せ.

問題 2.3.

a, b ∈ Rに対して, x2 + ax+ b = 0の解の公式を導出せよ.

問題 2.4.

x > 0, n ∈ Nに対して

(2.1) (1 + x)n ≥ 1 + nx

となることを, nに関する数学的帰納法を用いて示せ. 二項定理を用いずに考えよ.

問題 2.5.

a, b > 0に対して, 相加相乗の不等式

(2.2)
√
ab ≤ a+ b

2

を証明せよ.

注意.

不等式を証明することと, 不等式を解くことは別の問題であることに注意すること. 例
えば, 相加相乗の不等式を示すのに, (2.2)を式変形しても,正しい証明が得られるとは限
らない. なぜなら, (2.2)が成り立つかどうかはわからないのだから, (2.2)から得られた式
もまた正しい結果かどうかはわからないからである. (2.1)を示すときも, (2.1)を変形し
て示すのではなく, (2.1)の左辺を変形して右辺を導くのがよい.



数学入門A 演習問題 (2014年 5月 7日)

問題 3.1 (提出問題).

集合A,Bに対して, B ⊂ A ∪B, A ∩B ⊂ Bを示せ.

問題 3.2.

集合A := {1, 2, 3}, B := {2, {3, 4}}について, A \B, B \ A, A ∪B, A ∩Bを求めよ.

問題 3.3.

集合A,Bに対して, A ⊂ A ∪B, A ∩B ⊂ Aを示せ.

問題 3.4.

集合A,Bに対して, A ∩B = B ∩ Aを示せ.

問題 3.5.

集合A,Bに対して, A ∪B = B ∪ Aを示せ.



数学入門A 演習問題 (2014年 5月 13日)

問題 4.1 (提出問題).

集合A,B,Cに対して, (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)を示せ.

問題 4.2.

集合A,B,Cに対して, (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)を示せ.

問題 4.3.

集合A,B,Cについて, (A∩B)∪C = (A∪C)∩(B∪C), (A∪B)∩C = (A∩C)∪(B∩C)

が成り立つことをベン図を用いて説明せよ.

問題 4.4.

集合A, Bに対して, (A ∪B)c = Ac ∩Bcが成り立つことを示せ.

問題 4.5.

集合A, Bに対して, (A ∩B)c = Ac ∪Bcが成り立つことを示せ.



数学入門A 演習問題 (2014年 5月 20日)

問題 5.1 (提出問題).

集合A,B,Cについて, A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C) が成り立つことを示せ.

問題 5.2.

A := {1, 2, {3, 4}}, B := {2, 3, 4}とする. このとき, A × Bを求めよ. 元の個数はいく
つか？

問題 5.3.

de Morganの法則を差集合を用いて記述せよ. 例えば, 集合X, A ⊂ X, B ⊂ Xについ
て, (A ∩B)c = X \ (A ∩B)がどう書けるか？

問題 5.4.

集合に関する de Morganの法則をベン図を用いて説明せよ.

問題 5.5.

講義ノート定理 1.6, すなわち集合A, B, Cに対してA× (B ∪C) = (A×B)∪ (A×C),

A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C) が成り立つことを, 図を用いて説明せよ.



数学入門A 演習問題 (2014年 6月 3日)

問題 6.1 (提出問題).

写像 f : R2 → Rと g : R2 → R, h : R2 → (−2, 2)をそれぞれ (x, y) ∈ R2に対してそれ
ぞれ

f(x, y) := sin(x+y), g(x, y) := sinx cos y+cosx sin y, h(x, y) := sin x cos y+cos x sin y

と定義する. f = g, f = hが成立するか否かについて, 証明をつけて答えよ.

問題 6.2.

下記は, 高校までの数学でよく見られる関数の書きかたである. 写像 f と gの定義域と
値域を定めて, 写像を定義せよ.

f(z) =
z + 1

z − 1
, g(w) =

√
1− w2

問題 6.3.

写像 f2 : R → R, g1 : R → [0,∞), g2 : R → Rを任意の x ∈ Rに対して

f2(x) := x2, g1(x) := x2, g2(x) := x2

により定める. これらの写像, f2, g1, g2を注意 2.3の書き方を使って書いてみよ.



数学入門A 演習問題 (2014年 6月 10日)

問題 7.1 (提出問題).

二つの写像 f : R → R, g : R → Rを任意の x ∈ Rに対して

f(x) := 3x+ 1, g(x) :=
1

x2 + 1

で与える. x ∈ Rに対して, 合成写像 f ◦ g(x), g ◦ f(x), f ◦ f(x), g ◦ g(x)を求めよ.

問題 7.2.

写像 f , gの値がそれぞれ

f(x) := x+
1

x
, g(y) := log(1 + y)

となるとする.

(1) f と gの定義域と値域を定めて写像を定義せよ.

(2) f ◦ gが定められるように, f と gの定義域と値域を定めよ.

(3) g ◦ f が定められるように, f と gの定義域と値域を定めよ.

問題 7.3.

A1, A2, B1, B2 ⊂ Rを

A1 := [−3, 1], A2 := [−1, 2], B1 := [−1, 1], B2 := [1, 9]

で定める. g : R → Rを任意の x ∈ Rに対して

f(x) := x3

で定義する. このときに, f(A1), f(A2), f
−1(B1), f

−1(B2)を求めよ.

問題 7.4.

問題 7.3と同じ記号を用いる. f(A1 ∩ A2), f(A1) ∩ f(A2), f
−1(f(A1)), f(f

−1(B1)),

f(A1) \ f(A2), f(A1 \ A2)をそれぞれ求めよ.



数学入門A 演習問題 (2014年 6月 17日)

問題 8.1 (提出問題).

X, Y を空でない集合, f : X → Y を写像とし, A1, A2 ⊂ X, B1, B2 ⊂ Y とする. この
とき, 次を示せ.

(1) f(A1 ∩ A2) ⊂ f(A1) ∩ f(A2);

(2) f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2);

問題 8.2.

問題 8.1と同じ記号を用いる. 次を示せ.

(1) f(A1) \ f(A2) ⊂ f(A1 \ A2);

(2) f−1(B1 \B2) = f−1(B1) \ f−1(B2).

問題 8.3.

問題 8.1と同じ記号を用いる. 次を示せ.

(1) f(A1 ∪ A2) = f(A1) ∪ f(A2);

(2) f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2);

(3) A1 ⊂ f−1(f(A1));

(4) f(f−1(B1)) ⊂ B1;



数学入門A 演習問題 (2014年 6月 24日)

問題 9.1 (提出問題).

f : R → R, g : R → [0,∞)を x ∈ Rに対してそれぞれ

f(x) : x2, g(x) := x2

で定義する.

(1) f は単射ではないことと, 制限写像 f |(0,∞)が単射になることを示せ.

(2) f は全射ではないことと, gは全射になることを示せ.

問題 9.2.

X, Y を集合, f : X → Y を単射とする. このとき, A1, A2 ⊂ Xに対して, f(A1)∩f(A2) ⊂
f(A1 ∩ A2), f

−1(f(A1)) ⊂ A1を示せ.

問題 9.3.

集合X,Y , 写像 f : X → Y について, 次を示せ.

(1) f が全射ならば, f(X) = Y が成り立つ.

(2) f(X) = Y ならば f は全射である.

問題 9.4.

X, Y を集合, f : X → Y を全射とする. このとき, B ⊂ Y に対して, B ⊂ f(f−1(B))を
示せ.

問題 9.5.

集合X,Y, Zと写像 f : X → Y , g : Y → Zに対して, 次を示せ.

(1) g ◦ f が単射であれば, f は単射である.

(2) g ◦ f が全射であれば, gは全射である.



数学入門A 演習問題 (2014年 7月 1日)

問題 10.1 (提出問題).

命題 p, qに対して, 真理表を書くことで,

「p ⇔ q」⇐⇒「(p → q) ∧ (q → p)」

を示せ.

問題 10.2 (提出問題).

命題 p, qに対して,

「p → q」⇐⇒「¬p → ¬q」
が成り立つことを真理表を書くことにより示せ.

問題 10.3.

命題 p, q, rに対して, 真理表を書いて, 次を示せ.

(1) (結合法則) (p ∧ q) ∧ r ⇔ p ∧ (q ∧ r)

(2) (結合法則) (p ∨ q) ∨ r ⇔ p ∨ (q ∨ r)

(3) (分配法則) p ∧ (q ∨ r) ⇔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

(4) (分配法則) p ∨ (q ∧ r) ⇔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

(5) (de Morganの法則) ¬ (p ∧ q) ⇐⇒ ¬ p ∨ ¬ q

問題 10.4.

命題 p, q, rに対して, 次を示せ.

(1) ((p ∨ q) → r) ⇔ (p → r) ∧ (q → r)

(2) ((p ∧ q) → r) ⇔ (p → r) ∨ (q → r)

(3) (p → (q ∧ r)) ⇔ (p → q) ∧ (p → r)

(4) (p → (q ∨ r)) ⇔ (p → q) ∨ (p → r)



数学入門A 演習問題 (2014年 7月 8日)

問題 11.1 (提出問題).

f : [0, 1] → Rに対して, 次の問に答えよ.

(1) f が [0, 1]上で連続であることの定義とその否定を, 論理記号を用いて表せ.

(2) f が [0, 1]上一様連続であることの定義とその否定を, 論理記号を用いて表せ. 連続と
一様連続の違いに注意せよ.

問題 11.2.

a⃗1, a⃗2, a⃗3 ∈ R3が線形独立であるとは, どんな c1, c2, c3 ∈ Rに対しても, c1a⃗1 + c2a⃗2 +

c3a⃗3 = 0ならば, c1 = c2 = c3 = 0となることをいう. a⃗1, a⃗2, a⃗3 ∈ R3が線形独立であるこ
との定義とその否定 (線形従属という)を, 論理記号を用いて表せ.

問題 11.3.

r > 0, x0 ∈ Rに対して, Br(x0) := (x0 − r, x0 + r)とおく. U ⊂ Rが開集合であるとは
任意の x ∈ U に対して, ある正の実数 rが存在して, Br(x) ⊂ U が成り立つ

ことをいう.

(1) 論理記号を用いて, 開集合の定義を述べよ.

(2) U ⊂ Rが開集合でないことを論理記号を用いて述べよ.


