
数学入門B 演習問題 (2013年 10月 11日)

学籍番号 名前

問題 1.1.

真理表を書いて, 命題 p, qに対する de Morganの法則

¬ (p ∧ q) ⇐⇒ ¬ p ∨ ¬ q

を示せ.

問題 1.2.

真理表を書いて, 命題 p, qに対して

(p → q) ⇐⇒ (¬ q → ¬ p)

を示せ.



数学入門B 演習問題 (2013年 10月 18日)

学籍番号 名前

問題 2.1.

f : (−1, 1) → R, x0 ∈ (−1, 1), a ∈ R に対して, lim
x→x0

f(x) = a であるとは,

任意の正数 εに対して, ある正数 δが存在して, 任意の x ∈ (−1, 1)に対して

0 < |x− x0| < δ ならば |f(x)− a| < ε

が成り立つことをいう.

(1) 論理記号 (∀や ∃)を用いて, 定義を記述せよ.

(2) lim
x→x0

f(x) = aでないことを, 論理記号を使って記述せよ.

問題 2.2.

X, Y を集合, f : X → Y とする.

(1) f が全射であること, 単射であることを論理記号を用いて記述せよ.

(2) f が全射でないこと, 単射でないことを論理記号を用いて記述せよ.



数学入門B 演習問題 (2013年 10月 25日)

定義や定理, 証明を論理記号を用いて書き直す練習をしておくこと.

問題 3.1.

f : [0, 1] → Rに対して, 次の問に答えよ.

(1) 吹田・新保の p.23の (20)を参考にして, f が [0, 1]上で連続であることの定義とその
否定を, 論理記号を用いて表せ.

(2) 吹田・新保の p.26の (22)を参考にして, f が [0, 1]上一様連続であることの定義とそ
の否定を, 論理記号を用いて表せ.

(3) 吹田・新保の p.19の定理 9の証明を, 論理記号を用いて書き直してみよ.

(4) 吹田・新保の p.26の定理 16の証明を, 論理記号を用いて書き直してみよ.

注意.

吹田・新保の「f(x)は I 上連続である」という書き方は, 実は正しくない. 正確には,

「f は I上連続である」が正しい. なぜかというと,「f(x)は I上連続である」は, そのま
ま読むと, 「関数の xでの値 f(x)は I 上で連続である」と読めてしまう (つまり, 関数が
連続ではなくて, 値が連続となる)からである. ただし, 吹田・新保のように書かれる教科
書はかなり多い.

問題 3.2.

a⃗1, a⃗2, a⃗3 ∈ R3が線形独立であるとは, どんな c1, c2, c3 ∈ Rに対しても, c1a⃗1 + c2a⃗2 +

c3a⃗3 = 0 ならば, c1 = c2 = c3 = 0となることをいう.

(1) a⃗1, a⃗2, a⃗3 ∈ R3が線形独立であることの定義とその否定 (線形従属という)を, 論理記
号を用いて表せ.

(2) 斎藤 p.99 [3.1]の命題とその証明を, k = 3の場合で論理記号を用いて書き直してみよ.

問題 3.3.

X, Y を集合, f : X → Y とする.

(1) f が全射であること, 単射であることを論理記号を用いて記述せよ.

(2) f が全射でないこと, 単射でないことを論理記号を用いて記述せよ.

(3) 講義ノート 定理 2.2の証明を, 論理記号を用いて書き直してみよ.

問題 3.4.

{an}∞n=1, {bn}∞n=1 ⊂ Rについて, 次の問いに答えよ.

(1) lim
n→∞

an = aであることの定義とその否定を論理記号を用いて表せ.

(2) sup
n→∞

an = aであることの定義とその否定を論理記号を用いて表せ.

(3) lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = bが存在するならば, lim
n→∞

(an + bb) = a+ bとなることを示せ.

(4) 吹田・新保の p.11の定理 5の証明を, 論理記号を用いて書き直してみよ.



数学入門B 演習問題 (2013年 11月 8日)

学籍番号 名前

問題 4.1.

次の≡は正しいか正しくないか理由をつけて答えよ.

(1) 12 ≡ 9 (mod 5)

(2) 63 ≡ 39 (mod 3)

以下
R[X] := {a0 + a1X + · · ·+ anX

n : n ∈ N0, a0, . . . , an ∈ R}
と定める. f, g ∈ R[X]に対して

f ∼ g ⇔
定義

h ∈ R[X]が存在して f − g = (X2 + 1)h

とおく.

問題 4.2.

次が正しいか正しくないか理由をつけて答えよ.

(1) 3X2 + 2X + 1 ∼ X2 + 5X − 1

(2) X3 +X2 +X + 1 ∼ X3 −X2 +X − 1

問題 4.3.

∼が反射律と推移律をみたすことを証明せよ.



数学入門B 演習問題 (2013年 11月 15日)

学籍番号 名前

問題 5.1.

Z上の同値関係≡ (mod 3)に対して C(0) = C(3)になることを集合の等号の定義にも
とづいて示せ. すなわち, C(0) ⊂ C(3)とC(3) ⊂ C(0)を示せ.

問題 5.2.

次の各問いに答えよ.

(1) Z上の同値関係≡ (mod 7)に対してC(2) ∩ C(5) = ∅になることを示せ.

(2) Z上の同値関係≡ (mod 4)に対してC(2 · 2) = C(0)になることを示せ.

問題 5.3.

R[X]に対して, 問題 4.2の同値関係∼を考える. a1 + b1X, a2 + b2X ∈ R[X]に対して,

C((a1 + b1X)(a2 + b2X)) = C(a+ bX)となる a, b ∈ Rを求めよ.



数学入門B 演習問題 (2013年 11月 22日)

学籍番号 名前

問題 6.1.

X を集合, ∼を同値関係. x ∈ X に対して, xを代表元とする同値類を C(x)とかく.

すなわち C(x) := {y ∈ Y : y ∼ x}. このとき, x, y ∈ X に対して, C(x) ̸= C(y)かつ
C(x) ∩ C(y) ̸= ∅とすると, どのような矛盾がおこるか調べよ.

問題 6.2.

ϕをR[X]からR[X]/(X2 + 1)への標準的射影とする. このとき, 次の集合を求めよ. た
だし代表元はたかだか 1次多項式とすること.

(1) ϕ(X3 +X2 +X + 1)

(2) ϕ(3X3 + 6X + 2)



数学入門B 演習問題 (2013年 11月 29日)

学籍番号 名前

問題 7.1.

C(a), C(b) ∈ Z/6Zとする.

(1) C(a), C(b)の和C(a) + C(b)を

C(a) + C(b) := C(a+ b)

により定義する. この定義がwell-definedであることを示せ.

(2) C(a), C(b)の積C(a) · C(b)を

C(a) · C(b) := C(ab)

により定義する. この定義がwell-definedであることを示せ.

(3) C(2) · C(3) = C(0)を示せ.



数学入門B 演習問題 (2013年 12月 6日)

学籍番号 名前

問題 8.1.

A := {2n+ 1 : n ∈ N0 = N ∪ {0}} とおくとき, #A = #Nを示せ.

問題 8.2 (難).

f : [0, 1] → (0, 1)を x ∈ [0, 1]に対して

f(x) :=


1

2
x = 0

x

22
x =

1

2n
(n ∈ N ∪ {0})

x x ̸= 0,
1

2n
(n ∈ N ∪ {0})

と定めたときに, f が全単射となることを示せ. 従って, #[0, 1] = #(0, 1)となる.

問題 8.1の証明.

f : N → Aを n ∈ Nに対して f(n) := 2n− 1と定義すれば, 全単射となる. 全射のみ示
す. ∀y ∈ Aに対して, n0 ∈ N0が存在して, y = 2n0 + 1とできる. このとき, n0 + 1 ∈ Nで
あり,

f(n0 + 1) = 2(n0 + 1)− 1 = 2n0 + 1 = y

となるので, f は全射である. □

問題 8.2の証明.

1. f が全射となることを示す. ∀y ∈ (0, 1)に対して, 場合分けをする.

case 1 y =
1

2
のときは, x = 0とすると y = 1

2
= f(x)となる.

case 2 y =
1

2n
となる n ∈ N, n ≥ 2があるときは, x =

1

2n−2
とすると n ≥ 2より

n− 2 ≥ 0, n− 2 ∈ N0だから x ∈ [0, 1]となり, f(x) =
x

22
=

1

2n−2

1

22
=

1

2n
= y となる.

case 3 y =
1

2n
となる n ∈ N, n ≥ 2がないときは, x = yとすると f(x) = yとなる.

以上により, f が全射となることがわかった. さらに,

f(x) =
1

2m
となるm ∈ Nがある⇔ x = 0または x =

1

2n
となる n ∈ N0がある

がわかることに注意しておく.

2. f が単射になることを示す. ∀x1, x2 ∈ [0, 1]に対して, f(x1) = f(x2) =: yとする. y

の値に応じて場合わけする.

case 1 y =
1

2
のとき, x1 =

1

2n
となる n ∈ N0があるとすると 1

2
= f(x1) =

1

2n+2
となり,

n+ 1 = 0となることから矛盾. 従って, x1 = 0. 同様にして x2 = 0だから x1 = x2.

case 2 y =
1

2n
となる n ∈ N, n ≥ 2があるとき, x1 ̸= 0, x2 ̸= 0だから, f(x1) = f(x2)よ

り,
x1

22
=

x2

22
となる. よって. x1 = x2.



case 3 y =
1

2n
となる n ∈ N, n ≥ 2がないときは, x1, x2 ̸= 0,

1

2n
(∀n ∈ N0)だから,

f(x1) = f(x2)から f の定義より x1 = x2.

よって, どの場合であっても x1 = x2となったので, f は単射である. □

注意.

問題 8.2について, グラフを書いてみよ. 単射であるということは, x軸に水平な直線を
ひいたときに, グラフと交わる点がたかだか 1点しかないということと同じである (各自
考えてみよ. また, g(x) = x2の場合では, グラフと交わる点が 2点になることがあること
を確認してみよ). 問題 8.2のグラフについて, x軸に水平な直線をひいたときに, グラフ
と交わる点はたかだか 1点しかないことを確かめてみよ.

また, 全射であることは, (y軸での)値域を通る x軸に水平な直線をひいたときに, グラ
フと交わる点があるということと同じである (各自考えてみよ. また, g(x) = x2の場合で,

y = −1を通る, x軸に水平な直線をひいたときに, グラフと交わる点がないことを確認し
てみよ). 問題 8.2のグラフについて, 0 < y < 1について, x軸に水平な直線をひいたとき
に, グラフと交わる点はたかだか 1点しかないことを確かめてみよ.

注意.

問題 8.2の証明はかなり難しい (というよりは複雑)ということがわかると思う. あと
で, もう少しすっきりした証明を与える.



数学入門B 演習問題 (2013年 12月 13日)

学籍番号 名前

問題 9.1.

(a, b) ⊂ Rを開区間とする. このとき#(a, b) = #Rを示せ (ヒント: f : (−1, 1) → (a, b)

への全単射写像を作れ).

問題 9.2.

[a, b] ⊂ Rを閉区間とする. このとき#[a, b] = #Rを示せ (ヒント: 問題 9.1と問題 8.2

を使う).



数学入門B 演習問題
問題 10.1 (有理数の構成).

m,m′ ∈ Z, n, n′ ∈ Nが
m

n
=

m′

n′ ならばmn′ = m′n である. mn′ = m′nは整数の性質し

か使っていないことに注意して, 整数から有理数を構成してみよう. 以下の問題では, 分
数をおもてに出さずに考えよ.

(m,n), (m′, n′) ∈ Z× Nに対して,

(m,n) ∼ (m′, n′) ⇔
定義

mn′ = m′n

で定義する.

(1) ∼がZ×N上の同値関係となることを示せ (ヒント: 少し難しいのは推移律の証明.

もし,
m

n
=

m′

n′ ,
m′

n′ =
m′′

n′′ ならば両辺に n′をかけることで,
mn′

n
= m′ =

m′′n′

n′′ と

なることがわかる. このアイデアを推移律の証明にどう反映させればよいか考え
てみよ).

(2) (m,n)を (m,n) ∈ Z× Nの∼に関する同値類とする. このとき, (m,n), (m′, n′) ∈
Z× Nに対して足し算 (m,n) + (m′, n′)と掛け算 (m,n) · (m′, n′)を

(m,n) + (m′, n′) := (mn′ +m′n, nn′), (m,n) · (m′, n′) := (mm′, nn′)

で定義する. この足し算と掛け算の定義がそれぞれwell-definedであることを示せ.

以上により, (Z × N)/∼に足し算と掛け算が定義できることがわかった. さらに頑張る
と, この演算が結合法則や分配法則などをみたすことが示せる (少し面倒). よって, Q :=

(Z× N)/∼と定義することができる.

問題 10.2.

Mn(R)を n次実数値正方行列のなす集合, GLn(R)を n次実数値正則行列のなす集合と
する. このときA,B ∈ Mn(R)に対して

A ∼ B ⇐⇒
定義
ある P ∈ GLn(R) が存在して A = P−1BP

で定義する. なお, A,B ∈ Mn(R)に対して, tr(AB) = tr(BA)となることと det(AB) =

det(A) det(B)となることは認めてよい.

(1) ∼はMn(R)上の同値関係になっていることを示せ.

(2) [A]をA ∈ Mn(R)の∼に関する同値類とする. このとき, tr([A]) := tr(A)と定め
ると, この定義がwell-definedであることを示せ.

(3) det([A]) := det(A)と定めると, この定義がwell-definedであることを示せ.



問題 10.3 (実数の構成).

Xを有理Cauchy列全体のなす集合とする. すなわち

X := {{an}∞n=1 : Cauchy列, an ∈ Q (∀n ∈ N)}

とおく. {an}∞n=1, {bn}∞n=1 ∈ Xに対して,

{an}∞n=1 ∼ {bn}∞n=1 ⇔
定義

lim
n→∞

(an − bn) = 0

と定義する. このとき, ∼がX上の同値関係となることを示せ (この問題は,記号がごちゃ
ごちゃしているだけで, 実はそんなに難しくない). ただし, 有理Cauchy列が収束するこ
とを使ってはいけない.

問題 10.4.

集合A, B, Cに対して, 次が成り立つことを示せ.

(1) #A = #A

(2) #A = #Bならば#B = #A

(3) #A = #B, #B = #Cならば#A = #C

問題 10.5 (難, 例 2.4も参照).

f : N× N → Nを (n,m) ∈ Nに対して

f(n,m) := m+
(n+m− 1)(n+m− 2)

2

で定義する. f が全単射になることを示せ.

• 全射の証明は, l ∈ Nに対して,
N−1∑
k=1

k < l ≤
N∑
k=1

kとなるN ∈ Nをとる (これが何

を意図しているのかは各自考えてみよ). そして, f

(
l −

N−1∑
k=1

k, 1− l +
N∑
k=1

k

)
を考

えてみよ.

• 単射の証明は例えば, 対偶をとって, (n1,m1) ̸= (n2,m2) ならば, f(n1,m1) ̸=
f(n2,m2)を示す. n1 +m1 = n2 +m2かそうでないかで場合わけしてみる.

問題 10.6.

次の各問いに答えよ.

(1) Bernsteinの定理を使って, #[0, 1] = #(0, 1)を示せ (ヒント: f : (0, 1) → [0, 1]を
x ∈ (0, 1)に対して, f(x) := xとおく. 次に g : [0, 1] → (0, 1)を y ∈ [0, 1]に対して,

g(y) := 1
2
x+ 1

3
とおく. どちらも単射になっていることを示せ).

(2) #(0, 1] = #(0, 1)を示せ.

問題 10.7.

集合A,B,C,Dに対して, #A ≤ #Cかつ#B ≤ #Dならば#(A×B) ≤ #(C ×D)を
示せ (ヒント: #A ≤ #Cかつ#B ≤ #Dより, 単射 f : A → Cと g : B → Dが存在する.

F : A×B → C ×Dを (x, y) ∈ A×Bに対して F (x, y) = (f(x), g(y))で定義してみよ).



数学入門B 演習問題
ここにあるのは, 今までの演習問題とその類題などをよせ集めたものである. 易しい問

題と難しい問題をあまり区別せずに並べてある. まずはわかる問題とわからない問題を区
別することからはじめてみよ. 次に, わからない問題に対して, まずはノートや参考書な
どをみながらでよいから, じっくり考えてみよ. その考えた時間は決して無駄にはならな
い. 残念ながら, 考えた時間と数学の理解度は比例してはくれない (と思われる)が, わか
らなくてもいいからとにかく考えることが, 数学の理解への一番の近道である. 答えをす
ぐ見てしまうと, その場ではうまくいくかもしれないが, それはテストの点がとれるとい
うだけであって, 数学を理解したということにはならない場合が非常に多い.

問題 11.1.

命題 p, q, rに対して, 真理表を書いて, 次を示せ.

(1) (結合法則) (p ∧ q) ∧ r ⇔ p ∧ (q ∧ r)

(2) (結合法則) (p ∨ q) ∨ r ⇔ p ∨ (q ∨ r)

(3) (分配法則) p ∧ (q ∨ r) ⇔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

(4) (分配法則) p ∨ (q ∧ r) ⇔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

(5) (de Morganの法則) ¬ (p ∧ q) ⇐⇒ ¬ p ∨ ¬ q

(6) (対偶) (p → q) ⇐⇒ (¬ q → ¬ p)

問題 11.2.

命題 p, q, rに対して,次を示せ. 真理表を用いる方法と,結合法則や分配法則, de Morgan

の法則を用いて, 同値をつなげて示す方法の両方で示してみよ.

(1) ((p ∨ q) → r) ⇔ (p → r) ∧ (q → r)

(2) ((p ∧ q) → r) ⇔ (p → r) ∨ (q → r)

(3) (p → (q ∧ r)) ⇔ (p → q) ∧ (p → r)

(4) (p → (q ∨ r)) ⇔ (p → q) ∨ (p → r)

問題 11.3.

f : (−1, 1) → R, x0 ∈ (−1, 1), a ∈ R に対して, lim
x→x0

f(x) = a であるとは,

ε > 0を任意に取るとき, それに対応して δ > 0を定めて, 任意の x ∈ (−1, 1)に対して

|x− x0| < δ, x ̸= x0 なるとき |f(x)− a| < ε

が成り立つことをいう (高木貞治「解析概論」より).

(1) 論理記号 (∀や ∃)を用いて, 定義を記述せよ.

(2) lim
x→x0

f(x) = aでないことを, 論理記号を使って記述せよ.

問題 11.4.

r > 0, x0 ∈ Rに対して, Br(x0) := (x0 − r, x0 + r)とおく. U ⊂ Rが開集合であるとは
任意の x ∈ U に対して, ある正の実数 rが存在して, Br(x) ⊂ U が成り立つ

ことをいう.

(1) 論理記号を用いて, 開集合の定義を述べよ.

(2) U ⊂ Rが開集合でないことを論理記号を用いて述べよ.



問題 11.5.

F ⊂ Rが閉集合であるとは
任意の F での数列 {an}∞n=1に対して, lim

n→∞
an = aならば, a ∈ F が成り立つ

ことをいう.

(1) 論理記号を用いて, 閉集合の定義を述べよ.

(2) F ⊂ Rが閉集合でないことを論理記号を用いて述べよ.

問題 11.6.

次の定義を述べよ.

(1) 集合Xと Y の濃度が等しい.

(2) 可算集合, 非可算集合.

(3) 集合Xと Y に対して, 集合Xの濃度が Y の濃度より小さい. すなわち#X ≤ #Y .

(4) 集合Xに対する同値関係∼
(5) 集合Xとその集合で定義された同値関係∼と x ∈ Xに対して, xの同値類
(6) 集合Xとその集合で定義された同値関係∼についてXの∼による商集合
(7) 集合X とその集合で定義された同値関係∼と商集合X/∼に対して, X からX/∼へ
の標準的射影 ϕ : X → X/∼

問題 11.7.

次の集合の濃度が Nと等しいことを定義にもとづいて示せ. ただし, N0 = N ∪ {0}で
ある.

(1) {−n : n ∈ N} (負の整数全体)

(2) {2n+ 1 : n ∈ N0} (奇数全体)

(3) {2n : n ∈ N0} (0を含んだ偶数全体)

(4) {3n− 1 : n ∈ N}
(5) {5n+ 3 : n ∈ N0}
(6) {2−n : n ∈ N}
(7) {3n : n ∈ N0}

問題 11.8.

次の集合は可算集合か否か (証明は必要ない)

(1) Z
(2) Q
(3) R
(4) C
(5) N× N
(6) N× R
(7) 2N

(8) {f : N → R} (NからRへの写像全体のなす集合)

(9) {A : Aは整数を成分とする 3次正方行列 } = M3(Z)
(10) R3

(11) Z/3Z



問題 11.9.

素数 pとして, Zpについて考える

(1) 次の≡は正しいか正しくないか答えよ.

(1) 13 ≡ 5 (mod 7)

(2) 39 ≡ 15 (mod 3)

(3) 135 ≡ 357 (mod 5)

(4) 2011 ≡ 2013 (mod 11)

(2) 同値類C(a), C(b)の和C(a) + C(b)を

C(a) + C(b) := C(a+ b)

により定義する. この定義がwell-definedであることを示せ.

(3) C(a), C(b)の積C(a) · C(b)を

C(a) · C(b) := C(ab)

により定義する. この定義がwell-definedであることを示せ.

問題 11.10.

f(X), g(X) ∈ R[X]に対して,

f(X) ∼ g(X) ⇔
定義

f(X)− g(X)が (X2 + 1)で割り切れる

と定める. f(X)を f(X)の∼に関する同値類とする. すなわち

f(X) := {h(X) ∈ R[X] : f(X)− h(X)は (X2 + 1)で割り切れる }

と定める.

(1) 次が正しいか正しくないかについて答えよ.

(a) 3X2 + 4X + 1 ∼ X2 + 4X − 1

(b) X3 +X2 +X + 1 ∼ X3 −X2 +X − 1

(c) 4X2 + 2X + 3 ∼ X2 + 2X + 2

(d) X3 −X2 +X + 1 ∼ X3 −X2 +X − 1

(2) f(X), g(X) ∈ R[X]に対して,

f(X) + g(X) := f(X) + g(X)

と定義する. この定義がwell-definedであることを示せ.

(3) f(X), g(X) ∈ R[X]に対して,

f(X) · g(X) := f(X)g(X)

と定義する. この定義がwell-definedであることを示せ.

問題 11.11 (代数学幾何学での結果は仮定してよい).

Mn(R)を n次実数値正方行列のなす集合, GLn(R)を n次実数値正則行列のなす集合と
する. このときA,B ∈ Mn(R)に対して

A ∼ B ⇐⇒
定義

∃P ∈ GLn(R) s.t. A = P−1BP

で定義する.



(1) ∼はMn(R)上の同値関係になっていることを示せ.

(2) A ∼ Bならば tr(A) = tr(B)を示せ.

(3) A ∼ Bならば det(A) = det(B)を示せ.

問題 11.12.

微分積分学, 代数学幾何学のノートや教科書をみて, 定理や命題とその証明を証明を論
理記号を用いて自分の言葉で書き直してみよ. これは, 論理記号の使い方の練習だけでは
なく,微分積分学, 代数学幾何学のより深い理解につながる.

注意.

教科書の定義や定理では, 自明と思われるがために, 出てくる文字が任意なのか存在な
のかが書かれていない場合がある (特に微分積分学の数列の収束ではこのことが顕著であ
る). 論理記号を用いて書き直すときには, 出てくる文字が任意なのか, 存在なのかのどち
らになるのかを意識しておくとよい. とりわけ, 数学入門 CDで勉強する距離空間, 位相
空間では, 直感で考えると全然正しくないと思えることが正しかったりする (例えば,「連
続関数が定数関数しかない」や「すべての関数が連続」が導ける設定がある). これらを
理解するためには, 論理だけで頑張らないといけないので, 今のうちから「教科書やノー
トを論理的に理解するための練習」を積んでおくのがよい.


