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1. 序 5

1. 序

Rn+1内に埋めこまれた,滑らかなn次元の超曲面の族 {Γ(t)}t≥0を考える. ここで, Γ(t)

は tについて滑らかに変化すると仮定する. x ∈ Γ(t)における法線方向の速度ベクトルを
V (x), 外向き法線ベクトルを ν(x), 平均曲率を κ(x)とする. このとき

(1.1) V = κν, x ∈ Γ(t) , t > 0

をみたす曲面 {Γ(t)}t>0を平均曲率に従って動く曲面であるといい, 方程式 (1.1)を平均曲
率流方程式と呼ぶ.

Bence-Merriman-Osherは, 1992年にΓ(t)の動きを, 熱方程式を用いた簡明なアルゴリ
ズムにより, 数値計算する方法を提唱した. 今, Rn+1上の与えられた関数 uによって, 曲
面 Γ(t)が

Γ(t) := {x ∈ Rn+1 ; u(t, x) = 0}

と表わされているとする. 曲面 Γ(t)によって囲まれる領域をC(t)とおく. ここで, 初期曲
面 Γ(0)の内側 C0 = C(0)では+1, 外側では−1となる関数を初期値とする, 次の熱方程
式の初期値問題を考える:

(1.2)


∂tu − ∆u = 0, (t, x) ∈ (0, h) × Rn+1,

u(0, x) = χC0(x) − χRn+1\C0
(x) =

{
1, x ∈ C0,

−1, x ∈ Rn+1 \ C0.

パラメータ h > 0に対して, 集合上の作用素H(h)を

C1 = H(h)C0 := {x ∈ Rn+1 ; u(h, x) ≥ 0}

と定める. k ∈ Nに対して
Ck := H(h) . . .H(h)︸ ︷︷ ︸

k 個

C0

と定めることで閉集合の列 {Ck}k∈Nを得る. さらに

Ch
t := Ck, (k − 1)h ≤ t < kh

とおく. この Ch
t が h → 0としたときに C(t)の近似になる. これが Benceら 3人によ

る手法である. 以下, この手法を B-M-Oアルゴリズムと呼ぶ. このアルゴリズムに関す
る, 理論的な研究, 特に収束性については Evans [3], Barles-Georgelin [1], H. Ishii [11],

H. Ishii-K. Ishii [12] などによって証明されている. さらに, Goto-K. Ishii-Ogawa [10] で
は, B-M-Oアルゴリズムから, Allen-Cahn方程式の解析に用いられる補助関数を用いるこ
とで, 次の方程式が, B-M-Oアルゴリズムと関連することを導いた:

(1.3)

 ∂tu − ∆u +
u

ε
(|∇u|2 − 1) = 0, (t, x) ∈ (0, T ) × Rn+1,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn+1,

ここで, B-M-Oアルゴリズムで h → 0とすることが, (1.4)で ε → 0とすることに対応し
ている. この問題は, Allen-Cahn方程式における特異摂動問題に類似した特異極限問題で
あり, ε → 0により, その解の挙動は特異的なものとなることが予想される.
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そこで, 本論文では,

(1.4)

 ∂tu − ∆u +
u

ε
(|∇u|2 − 1) = 0, (t, x) ∈ (0,∞) × Rn+1,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn+1,

に対する正則性評価について考える. uが方程式 (1.4)をみたすとき, uの可微分性や可積
分性を与える評価を正則性評価という. ここで「uが (1.4)をみたす」の意味を定義する.

定義 1.1. u = u(t, x)が (1.4)の弱解であるとは, 空間方向にコンパクトな台を持つ
(0, T ) × Rn+1上無限回微分可能な任意の関数 φに対して

(1.5)

∫
Rn+1

u(T )φ(T ) dx −
∫

Rn+1

u0φ(0) dx −
∫ T

0

∫
Rn+1

u∂tφ dxdt

+

∫ T

0

∫
Rn+1

∇u · ∇φ dxdt +

∫ T

0

∫
Rn+1

u

ε
(|∇u|2 − 1)φ dxdt = 0

をみたすことをいう.

等式 (1.5)は, 方程式 (1.4)と比較すると, uが空間方向に一回微分可能であれば, 意味
を持つことに注意する. この弱解 uが古典解になりうるかどうか, すなわち, どれだけ可
微分性が得られるかどうかを調べることは, 方程式の古典解が存在するかという問題も含
めて, 重要な問題である.

本稿においては, 正則性評価の中でもとりわけ, 解のHölder連続性と関係のある, Har-

nack不等式について考える. 任意の有界領域 Ωにおける (1.4)の非負値解 uεと, 任意の
0 < t1 < t2 < t3 < t4 ≤ T に対して

(1.6) sup
(t1,t2)×Ω

uε ≤ C inf
(t3,t4)×Ω

uε

なる不等式が成り立つ. この不等式 (1.6)をHarnack不等式という. ここでCは uεには依
存しない定数である. 以下, この定数をHarnack定数と呼ぶことにする.

線形の変数係数放物型方程式で, 係数に滑らかを仮定しないときに, 発散型一様放物型
方程式に対するHarnack不等式は 1964年にMoser [16]によって示された. ここで, 一様放
物型であるとは, 主要部の係数行列の最小固有値と最大固有値の比が有界であることをい
う. 線形の放物型方程式に対しては, Harnack不等式から解の内部正則性, 特に局所Hölder

連続性を示すことができる. Harnack定数はHölder連続性の次数と関係があり, Harnack

定数がより小さくとれれば, Hölder連続性の次数 α はより大きくとれることがわかって
いる. また, Harnack不等式 (1.6)において, inf uεが正の値となる場合には, 両辺を inf uε

で割ると
sup(t1,t2)×Ω uε

inf(t3,t4)×Ω uε

≤ C

となる. この不等式は (t1, t2) × Ω上での解の最大値と (t3, t4) × Ω上での解の最小値の比
がHarnack定数 Cで抑えられているという意味を持っている. つまり, Harnack定数Cに
よって, 解の形状にある程度の制限が加えられることになる.

非線形方程式に対しても, Harnack定数が解の形状に関する情報を与える. また線形方
程式に対してHarnack定数が解の滑らかさに関する情報を与えていることから, 非線形方
程式に対してもHarnack定数が解の滑らかさに関する情報を持っていると推測できる. こ
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のことからHarnack定数を評価することは興味ある問題であると考えられる. また, 非線
形方程式 (1.4)は小さいパラメータ ε > 0を考えることによる, 非線形項の係数が大きい
ということと, |∇u|2の効果が∆uの効果とつりあうということ (このような方程式を臨界
型方程式という)の二つの意味で強い非線形項だと考えられる. このような強い非線形項
を持つ方程式に対して, どれだけの正則性が期待できるかを調べることは興味ある問題で
ある. 方程式 (1.4)において, ε → 0の極限に興味があるので, Harnack定数が, εについて,

どのような依存性を持っているかを調べる.

以下, 本稿では, まず, セクション 2で, Goto-K.Ishii-Ogawaによる, (1.4)の導出につい
て述べる. セクション 3で, 全空間における (1.4)の解の局所存在を, 半群を用いて示す. セ
クション 4では, 方程式の (1.4)の内部問題を考え, Harnack定数の評価を行なう. セクショ
ン 4.1では, 非線形項がHarnack定数に影響を与えない評価をMoserの手法を用いて行な
う. 次に,セクション 4.2とセクション 4.3で非線形項が影響を与える評価をTrudinger [19]

の手法を用いて行う. セクション 5では, 放物型 John-Nirenberg評価をFabes-Garofalo [5]

の手法を用いて行う.

本稿を通じて, 次の記号を用いる. 非負の整数全体の集合を N0 = N ∪ {0}とおく.

y ∈ Rn , R > 0に対し

BR(y) = {x ∈ Rn ; |x − y| < R} (半径R, 中心 y の開球体)

KR(y) = {x ∈ Rn ; max
1≤i≤n

|xi − yi| < R} (一辺 2R, 中心 y の立方体)

とおく. y = 0のときは yを省略する. 集合A ⊂ Rnに対して, χAを定義関数とする. すな
わち

χA(x) :=

{
1, (x ∈ A),

0, (x ∈ Rn \ A)

とおく. 集合A ⊂ Rnと点 x ∈ Rnに対し, xとAとの距離を

dist(x,A) := inf
y∈B

|x − y|

で定める. 関数 f : Rn → Rに対して,

f+(x) := max{f(x) , 0}

とおく. 領域Ω ⊂ Rnに対して, 無限回微分可能な関数のなす集合をC∞(Ω)で表す. 関数
f : Rn → Rに対し, f の台 (support)を

supp f := {x ∈ Rn ; f(x) 6= 0}

と定義する. 台が Ω内でコンパクトとなる C∞(Ω)の関数全体のなす集合を C∞
0 (Ω)で定

義する. 1 ≤ p < ∞に対し, p乗可積分な可測関数全体のなす空間を Lp(Ω)で表す. また,

本質的に有界な可測関数のなす空間を L∞(Ω)で表す. 関数空間 Lp(Ω)のノルムを

‖u‖Lp(Ω) :=


(∫

Ω

|u(x)|p dx

) 1
p

, 1 ≤ p < ∞,

ess. sup
x∈Ω

|u(x)|, p = ∞
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で定義する. Sobolev空間H1(Ω)とそのノルムを

H1(Ω) := {u ∈ L2(Ω) ; ∇u ∈ L2(Ω)n},
‖u‖H1(Ω) := ‖u‖L2(Ω) + ‖∇u‖L2(Ω)

で定義する. また, C∞
0 (Ω)のH1(Ω)ノルムにおける閉包をH1

0 (Ω)で表す. 領域Ω上の超
関数全体をD′(Ω)で表す. Banach空間Xと, 区間 I ⊂ R, 1 ≤ p < ∞に対し, Xのノルム
で p乗可積分なX値可測写像のなす空間を Lp(I ; X) で表す. また, Xのノルムで本質的
に有界なX値可測写像のなす空間を L∞(I ; X)で表す. Lp(I ; X)のノルムを

‖u‖Lp(I ; X) :=


(∫

I

‖u(t)‖p
X dt

) 1
p

, 1 ≤ p < ∞,

ess. sup
t∈I

‖u(t)‖X , p = ∞

で表す.

2. B-M-Oアルゴリズムからの方程式の導出

C0をRn上の有界集合で, 境界は滑らかであるとする. h > 0を固定する. k ∈ N0に対
し, vh = vh(t, x)を

(2.1)

{
∂tvh − ∆vh = 0, (t, x) ∈ (kh, (k + 1)h] × Rn,

vh(kh, x) = χCk
(x) − χRn\Ck

(x), x ∈ Rn

の解とする. さらに

Ck := {x ∈ Rn ; lim
t↗kh

uh(t, x) ≥ 0}, k = 1, 2, . . .

とおく.

定義 2.1.

Gt(x) :=
1

(4πt)
n
2

e−
|x|2
4t , (t, x) ∈ (0,∞) × Rn

を熱核と呼ぶ.

方程式 (2.1)の解は, 熱核を用いて, kh ≤ t < (k + 1)hに対して

vh(t, x) =
1

(4π(t − kh))
n
2

∫
Rn

exp

(
− |y − x|2

4(t − kh)

)
(χCk

(y) − χRn\Ck
(y)) dy

と書ける. そこで,

Ch
t :=

{
{x ∈ Rn ; vh(t, x) ≥ 0}, t 6= kh,

Ck, t = kh,

Γh
t := ∂Ch

t

とおく.
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以下, k = 0について考える. 今, B-M-Oアルゴリズムの初期条件の設定から, 解 vhの
境界における拡散は, 接方向 ζより, 法線方向 zのほうが弱いとみなせる. このとき, 熱方
程式の拡散は法線方向の一次元のみと見なして, 十分小さい t, zに対して

vh(t, (z, ζ)) = vh(t, z)

は一次元熱方程式

(2.2)


∂tvh − ∂2

zvh = 0, (t, z) ∈ (0, h] × R,

vh(0, z) = 1, z ≥ 0,

vh(0, z) = −1, z < 0

の解と考えることができる. このとき, vhはGauss核と初期条件を用いて

vh(t, z) =
1√
4πt

∫ ∞

−∞
exp

(
−|z − y|2

4t

)
(χ[0,∞)(y) − χ(−∞,0)(y)) dy

=
1√
4πt

∫ ∞

−∞
exp

(
−r2

4t

)
(χ[0,∞)(z − r) − χ(−∞,0)(z − r)) dr (r = z − y)

=
1√
4πt

∫ z

−∞
e−

r2

4t dr − 1√
4πt

∫ ∞

−∞
e−

r′2
4t χ(−∞,0)(z + r′) dr′ (r′ = −r)

=
1√
4πt

∫ z

−z

e−
r2

4t dr

となる. ξ = z
2
√

t
とおくと, s = r

2
√

t
と変数変換することで

vh(t, z) =
1√
π

∫ z
2
√

t

− z
2
√

t

e−s2

ds =
1√
π

∫ ξ

−ξ

e−s2

ds =
2√
π

∫ ξ

0

e−s2

ds

となる. そこで, 次の補助関数を導入する:

U0(ξ) :=
2√
π

∫ ξ

0

e−η2

dη.

今, u(t, z) = U0(
z

2
√

t
)とおけば, U0は単調増加関数で

(2.3)

{
U ′′

0 (ξ) + 2ξU ′
0(ξ) = 0, ξ ∈ R,

U0(+∞) = 1, U0(0) = 0, U0(−∞) = −1

をみたす. ただし, U ′
0(ξ) = d

dξ
U0(ξ)である.

定義 2.2. vhが (2.1)をみたすとする. このとき uh(t, x) : [0,∞) × Rn → Rを

(2.4) vh(t, x) = U0

(
uh(t, x)

2
√

t − kh

)
, (t, x) ∈ (kh, (k + 1)h) × Rn , k = 0, 1, . . .

により定める. 特に U0が単調増加関数ゆえ

uh(t, x) = 2
√

t − khU−1
0 (vh(t, x)), (t, x) ∈ (kh, (k + 1)h) × Rn , k = 0, 1, . . .

となる.

注意 2.3. 強最大値原理より, (2.2)の解 vhに対して ‖vh(t, ·)‖∞ < 1となる. 従って, 定
義 2.2による uhは well-definedである.
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さて,

vh(t, x) = U0

(
uh(t, x)

2
√

t − kh

)
を (2.1)に代入すると

0 = ∂tvh − ∆vh

=
1

4
(t − kh)−

3
2 U ′

0(ζ)
(
2(t − kh)∂tuh − uh

)
− 1

2
(t − kh)−

1
2 U ′

0(ζ)∆uh −
1

4
(t − kh)−1U ′′

0 (ζ)|∇uh|2

となる. ただし,

ζ =
uh(t, x)

2
√

t − kh
とおいた. 関係式 (2.3)を用いると

1

2
(t − kh)−

1
2 U ′

0(ζ)

(
∂tuh − ∆uh +

uh

2(t − kh)
(|∇uh|2 − 1)

)
= 0

となる. 0 < t − kh � 1とすると, ε = 2(t − kh)として

∂tuh − ∆uh +
uh

ε
(|∇uh|2 − 1) = 0

が得られる.

3. 解の存在定理

このセクションでは, (1.4)の初期値問題

(3.1)

 ∂tu − ∆u +
u

ε
(|∇u|2 − 1) = 0, (t, x) ∈ (0, T ) × Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn

の局所解の存在について考察する.

定義 3.1. 1 ≤ p ≤ ∞ , φ ∈ Lp(Rn)に対し,

(3.2) et∆φ := Gt ∗ φ

と定める. ここで ∗は空間方向における合成積である.

1 ≤ p ≤ ∞ , φ ∈ Lp(Rn)に対し, u = et∆φは

(3.3)

{
∂tu − ∆u = 0, (t, x) ∈ (0,∞) × Rn,

u(0, x) = φ(x), x ∈ Rn

をみたす. さらに

(3.4) v(t) = etAφ := e
t
ε et∆φ

とおくと, vは以下の初期値問題

(3.5)

 ∂tv − ∆v − 1

ε
v = 0, (t, x) ∈ (0,∞) × Rn,

u(0, x) = φ(x), x ∈ Rn
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をみたす. et∆に対する, Lp-Lq評価 (儀我-儀我 [6]を参照)を用いて, 次の評価が得られる.

命題 3.2. 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞に対し,

‖etAφ‖p ≤ C1e
t
ε t−γ‖φ‖q,

‖∇etAφ‖p ≤ C2e
t
ε t−(γ+ 1

2
)‖φ‖q,

が成り立つ. ただし,

γ =
n

2

(
1

q
− 1

p

)
であり, C1, C2は p, q, nにのみ依存する定数である.

注意 3.3. 命題 3.2で

C1 = (4π)−
n
2
( 1

q
− 1

p
) , C2 = C04

−γ

(
|Sn−1|Γ

(
n(n − 2γ + 1)

2n(n − 2γ)

))1− 2γ
n

とできる. ただし, C0は nにのみ依る定数, |Sn−1|は n次元球面の面積, ΓはΓ関数である.

以下, このセクションでは, C1 , C2を命題 3.2で取れる定数として, 断わりなく用いる.

さて, 方程式 (3.1)は

(3.6)

 ∂tu − ∆u − u

ε
= −u

ε
|∇u|2, (t, x) ∈ (0, T ) × Rn

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn

と書ける. 右辺を摂動をみて, 積分方程式に書きかえると

(3.7) u(t) = etAu0 −
1

ε

∫ t

0

e(t−τ)Au(τ)|∇u(τ)|2 dτ

と書ける. この積分方程式の解の局所存在定理を述べる.

定理 3.4. 1 ≤ p, r ≤ ∞は
1

p
+

1

r
<

1

n
,

1

p
+

2

r
≤ 1

をみたすとする. 任意の初期値 u0 ∈ Lp(Rn) , ∇u0 ∈ Lr(Rn)に対して, T > 0を以下
の条件

0 < T 1−γ(‖u0‖Lp(Rn) + ‖∇u0‖2
Lr(Rn)) � 1 , e

3T
ε <

3

2
, γ =

n

2

(
1

p
+

1

r

)
+

1

2

をみたすようにとる. このとき, (3.7)の一意解が存在して, u ∈ L∞(0, T ; Lp(Rn)) ,

∇u ∈ L∞(0, T ; Lr(Rn))をみたす.
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3.1. 関数空間の設定.

定義 3.5. 1 ≤ p, r ≤ ∞ , T, M > 0 に対して

XM(T ) := {u ∈ L∞(0, T ; Lp(Rn)) ; ∇u ∈ L∞(0, T ; Lr(Rn)) ,

‖u‖XM
:= ‖u‖L∞(0,T ;Lp(Rn)) + ‖∇u‖L∞(0,T ;Lr(Rn)) ≤ M}

と定める.

補題 3.6. 1 ≤ p, r ≤ ∞ , T, M > 0 に対して

d(u, v) := ‖u − v‖L∞(0,T ;Lp(Rn)) + ‖∇(u − v)‖L∞(0,T ;Lr(Rn)) (u, v ∈ XM(T ))

とおく. このとき, XM(T )は完備距離空間になる.

補題 3.6の証明. 距離空間になることは, normの性質より導かれる. ここでは完備性
のみ示す. {uk}∞k=1をXM のCauchy列とする.

‖uk − ul‖L∞(0,T ;Lp(Rn)) → 0 (k, l → ∞),

‖∇(uk − ul)‖L∞(0,T ;Lr(Rn)) → 0 (k, l → ∞)

より, u ∈ L∞(0, T ; Lp(Rn)) , v ∈ L∞(0, T ; Lr(Rn))が存在して, k → ∞のときに

uk → u in L∞(0, T ; Lp(Rn)) (k → ∞),

∇uk → v in L∞(0, T ; Lr(Rn)) (k → ∞)

とできる. 従って, ∇u = vを示せば十分である.

k → ∞としたときに,

uk → u in Lp(Rn) a.e. 0 ≤ t ≤ T (k → ∞),

∇uk → v in Lr(Rn) a.e. 0 ≤ t ≤ T (k → ∞),

から

uk → u , ∇uk → v in D′(Rn) a.e. 0 ≤ t ≤ T (k → ∞),

となる. D′(Rn)上で微分作用素は連続なので, D′(Rn)上で∇u = vとなる. よって, Lr(Rn)

上で∇u = vとなる.

uk → u in L∞(0, T ; Lp(Rn)) (k → ∞),

∇uk → v in L∞(0, T ; Lr(Rn)) (k → ∞)

より, ノルムの連続性から

‖uk‖XM
→ ‖u‖XM

(k → ∞)

となる. k ∈ Nに対して ‖uk‖XM
≤ M より ‖u‖XM

≤ M となる. 従ってXM が完備である
ことがわかる. �
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3.2. ‖Φ(u)‖XM
の評価. 定理 3.4を示すために, 以下の写像を定義する.

定義 3.7. etAを (3.4)で定めた半群とする. このとき, u ∈ XM(T )に対し

(3.8) Φ(u) := etAu0 −
1

ε

∫ t

0

e(t−τ)Au(τ)|∇u(τ)|2 dτ

と定める.

積分方程式 (3.7)の解の存在を示すために, Φに対する不動点の存在を示す. そのため
に, ΦがXM(T )上で定義できるように, T を定められることを示す.

補題 3.8. 1 ≤ p, r ≤ ∞は
1

p
+

1

r
<

1

n
,

1

p
+

2

r
≤ 1

をみたすとする. さらに

M := 2(‖u0‖p + ‖∇u0‖r) , γ =
n

2

(
1

p
+

1

r

)
+

1

2

とおき, 0 < T0 < 1を

(3.9) CT 1−γ
0 M2 � 1 , e

T0
ε <

3

2

をみたすようにとる. ここで, C は, n, p, r, εにのみ依る定数である. このとき,

T < T0 , u ∈ XM(T )に対して, Φ(u) ∈ XM(T ) となる.

注意 3.9. 具体的に T0として,

e
T0
ε ≤ 3

2
,

1

ε

(
C1rT

1−n
r

0

r − n
+

C2T
1−γ
0

1 − γ

)
≤ 1

4M2

を満たすようにとればよい.

補題 3.8の証明. まず, ‖Φ(u)‖L∞(0,T ;Lp(Rn))を評価する. q ≥ 1を, 1
q

= 1
p

+ 2
r
をみたす

ようにとると, 命題 3.2から

‖Φ(u)‖p ≤ ‖etAu0‖p +
1

ε

∫ t

0

‖e(t−τ)Au|∇u|2‖p dτ

≤ ‖etAu0‖p +
C1

ε

∫ t

0

e
t−τ

ε (t − τ)−
n
r ‖u|∇u|2‖q dτ

と変形できる. ここで, 被積分関数についてHölder不等式を用いると

‖u|∇u|2‖q ≤ ‖u‖p‖∇u‖2
r

となる. 従って

‖Φ(u)‖p ≤ ‖etAu0‖p +
C1

ε

∫ t

0

e
t−τ

ε (t − τ)−
n
r ‖u‖p‖∇u‖2

r dτ

となる. 1
n

> 1
r

+ 1
p
より r > nとなることに注意する.
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よって, 両辺 tについて上限をとると

sup
0≤t≤T

‖Φ(u)‖p ≤ e
T
ε ‖u0‖p +

C1

ε
e

T
ε sup

0≤t≤T

∫ t

0

(t − τ)−
n
r ‖u(τ)‖p‖∇u(τ)‖2

r dτ

≤ e
T
ε ‖u0‖p +

C1

ε
e

T
ε sup

0≤t≤T
‖u(t)‖p sup

0≤t≤T
‖∇u(t)‖2

r sup
0≤t≤T

∫ t

0

(t − τ)−
n
r dτ

≤ e
T
ε ‖u0‖p +

C1

ε
e

T
ε M3 sup

0≤t≤T

∫ t

0

(t − τ)−
n
r dτ

となる. ここで ∫ t

0

(t − τ)−
n
r dτ =

r

r − n

[
−(t − τ)−

n
r
+1
]t
0

=
r

r − n
t1−

n
r

だから

sup
0≤t≤T

‖Φ(u)‖p ≤ e
T
ε ‖u0‖p +

C1

ε
e

T
ε M3 rT 1−n

r

r − n

となる.

次に ‖∇Φ(u)‖L∞(0,T ;Lr(Rn))を評価する. (3.8)を両辺微分すると

∇Φ(u) = ∇etAu0 −
1

ε

∫ t

0

e(t−τ)A∇(u(τ)|∇u(τ)|2) dτ

となる. 命題 3.2で, 微分に対する Lr-Lq評価を用いると, 1
q

= 1
p

+ 2
r
をみたす q ≥ 1に対

して

‖∇Φ(u)‖r ≤ ‖etA∇u0‖r +
1

ε

∫ t

0

‖∇e(t−τ)Au|∇u|2‖r dτ

≤ ‖etA∇u0‖r +
C2

ε

∫ t

0

e
t−τ

ε (t − τ)−γ‖u|∇u|2‖q dτ

となる. ここで, 被積分関数について, Hölder不等式を用いると

‖u|∇u|2‖q ≤ ‖u‖p‖∇u‖2
r

となる. 1
n

> 1
r

+ 1
p
から

γ =
n

2

(
1

q
− 1

r

)
+

1

2
=

n

2

(
1

p
+

1

r

)
+

1

2
< 1

となる.

従って

(3.10) ‖∇Φ(u)‖r ≤ ‖etA∇u0‖r +
C2

ε
e

T
ε

∫ t

0

(t − τ)−γ‖u‖p‖∇u‖2
r dτ

となる. ただし,

γ =
n

2

(
1

p
+

1

r

)
+

1

2

である. 両辺 tについて上限をとると, 先と同様にして

sup
0≤t≤T

‖∇Φ(u)‖r ≤ e
T
ε ‖∇u0‖r +

C2

ε
e

T
ε M3 T 1−γ

1 − γ
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となる.

以上により

‖Φ(u)‖XM
≤ M

2
e

T
ε +

M3e
T
ε

ε

(
C1rT

1−n
r

r − n
+

C2T
1−γ

1 − γ

)
が得られる. 次に T0を

(3.11) e
T0
ε ≤ 3

2
,

1

ε

(
C1rT

1−n
r

0

r − n
+

C2T
1−γ
0

1 − γ

)
≤ 1

4M2

となるようにとる. このとき,

‖Φ(u)‖XM
≤ 3M

4
+

M

4
≤ M

となる. 従って, (3.11)をみたすように T0 を定めれば, T < T0 , u ∈ XM(T )に対し,

Φ(u) ∈ XM(T )となる.

�

3.3. Φの縮小性. 次にΦがXM 上の縮小写像になることを示す.

補題 3.10. p, rは補題 3.8のとおりとする. このとき, 十分小さい T に対して, Φは
XM 上の縮小写像となる.

補題 3.10の証明. u, v ∈ XM に対して, 命題 3.2より,

‖Φ(u) − Φ(v)‖p ≤
1

ε

∫ t

0

‖e(t−τ)A(u|∇u|2 − v|∇v|2)‖p dτ

≤ C1

ε

∫ t

0

e
t−τ

ε (t − τ)−
n
r ‖u|∇u|2 − v|∇v|2‖q dτ

とできる. ただし, 1
q

= 1
p

+ 2
r
とおいた. Hölderの不等式より

‖u|∇u|2 − v|∇v|2‖q ≤ ‖(u − v)|∇u|2‖q + ‖(|∇u|2 − |∇v|2)v‖q

≤ ‖(u − v)‖p‖∇u‖2
r + ‖∇u + ∇v‖r‖∇(u − v)‖r‖v‖p

≤ M2‖u − v‖p + 2M2‖∇(u − v)‖r

とできるので

sup
0≤t≤T

‖Φ(u) − Φ(v)‖p ≤
C1re

T
ε T 1−n

r

ε(r − n)

(
M2 sup

0≤t≤T
‖u − v‖p + 2M2 sup

0≤t≤T
‖∇(u − v)‖r

)
≤ 2M2C1re

T
ε T 1−n

r

ε(r − n)

(
sup

0≤t≤T
‖u − v‖p + sup

0≤t≤T
‖∇(u − v)‖r

)
となる. 同様にして γ = n

2

(
1
p

+ 1
r

)
+ 1

2
とおくと

sup
0≤t≤T

‖∇(Φ(u) − Φ(v))‖r ≤
2M2C2e

T
ε T 1−γ

ε(1 − γ)

(
sup

0≤t≤T
‖u − v‖p + sup

0≤t≤T
‖∇(u − v)‖r

)
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もわかる.

従って

‖Φ(u) − Φ(v)‖XM
≤ 2M2e

T
ε

ε

(
C1rT

1−n
r

r − n
+

C2T
1−γ

1 − γ

)
‖u − v‖XM

となる. T を十分小さくとって,

(3.12)
2M2e

T
ε

ε

(
C1rT

1−n
r

r − n
+

C2T
1−γ

1 − γ

)
≤ 3

4

となるようにとれば,

‖Φ(u) − Φ(v)‖XM
≤ 3

4
‖u − v‖XM

となるので, ΦはXM 上の縮小写像になる. �

注意 3.11. 関係式 (3.11)をみたす T0に対し, T < T0であれば, (3.12)は自動的にみた
される.

定理 3.4 の証明. 補題 3.8と補題 3.10よりΦはXM 上の縮小写像になるから, Cauchy

の不動点定理により, 縮小写像を持つ. すなわち, Φ(u) = uとなる u ∈ XMが存在する. こ
の uは (3.7)をみたす. �

注意 3.12. 命題 3.2の評価が成り立つ領域と境界条件であれば, この議論が適用でき
て, (1.4)の初期境界値問題に対する解の存在が示せる.

4. Harnack不等式の導出とHarnack定数の評価

セクション3で考察した,解の属する関数空間においては,解の空間方向におけるHölder

連続性が得られることが, Sobolevの埋め込み定理からわかる. しかし, 解の正則性が εに
よってどのように変化するかはわからない. そこで, このセクションでは (1.4)の弱解に対
する Harnack評価を考え, 解の正則性に関する情報を持っていると推測される, Harnack

定数の εにおける依存性を調べる.

まず, 解 uεの Lp有界性から, 局所 L∞有界性が示す評価である, 局所最大値原理につ
いて述べる.

定理 4.1 (局所最大値原理). uε は (1.4)の (0, T ) × BR上で非負な弱解とする. この
とき, 任意の p ≥ 1 , 0 ≤ τ < τ ′ < T , 0 < R′ < R , 0 < ε < 1に対して

sup
(τ ′,T )×BR′

uε ≤ Cε−
n+2
2p ‖uε‖Lp((τ,T )×BR)

が成り立つ. ここで, 定数Cは n, p, τ ′, τ, R, R′に依存する.

注意 4.2. 次の方程式を考える:

∂tv − ∆v − v = 0, (t, x) ∈ (0, T ) × BR.

この方程式の非負劣解と, p ≥ 1 , 0 ≤ τ < τ ′ < T , 0 < R′ < Rに対して

sup
(τ ′,T )×BR′

v ≤ C‖v‖Lp((τ,T )×BR)
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が成り立つ. ここで定数Cは n, p, τ, τ ′, R,R′に依存する.

vε(t, x) := v

(
t

ε
,

x√
ε

)
とおくと, 合成関数の微分法により

∂tvε − ∆vε −
1

ε
vε = 0 , (t, x) ∈ (0, εT ) × B√

εR

が成り立つ. 変数変換により

‖v‖Lp(τ,T )×BR
= ε−

n+2
2p ‖vε‖Lp((ετ,εT )×B√

εR)

となるので

sup
(ετ ′,εT )×B√

εR′

≤ Cε−
n+2
2p ‖vε‖Lp((ετ,εT )×B√

εR)

がわかる.

定理 4.1の証明では, 方程式 (1.4)の非負解 uが

∂tv − ∆v − 1

ε
v = 0 (0, T ) × BR

の劣解になることを本質的に用いているので, εに対する指数の評価は適切である.

次に, Moserの Iteration Methodと呼ばれる方法により, p > qに対して, 解 uεのLpノ
ルムを, 解 uεの q乗積分1で評価する不等式について述べる.

定理 4.3. uεは (0, T ) × BR上で 0 ≤ uε ≤ M をみたす (1.4)の弱解とする. このと
き, 任意の p ≥ 1 > q > 0 , 0 < τ ′ < τ ≤ T , 0 < R′ < Rに対して

‖uε‖Lp((0,τ ′)×BR′ ) ≤ C exp

(
Mθ(n + 2)

2qε

)(∫ τ

0

∫
BR

uq
ε dxdt

) 1
q

が成り立つ. ここで, 定数Cは n, p, q, τ, τ ′, R,R′に依存し, θはM, qに依存する.

次に, 解 uεの infを下から評価する不等式である, 弱Harnack 不等式について述べる.

定理 4.4. uεは (0, T ) × BR上で 0 ≤ uε ≤ M をみたす (1.4)の弱解とする. このと
き, 任意の q > 0 , 0 ≤ τ < τ ′ < T , 0 < R′ < Rに対して

inf
(τ ′,T )×BR′

uε ≥ C exp

(
−Mθ(n + 2)

2qε

)(∫ T

τ

∫
BR

u−q
ε dxdt

)− 1
q

が成り立つ. ここで, 定数Cは n, q, τ, τ ′, R, R′に依存し, θはM, qに依存する.

次に John-Nirenberg評価と呼ばれる, 解 uεの q乗積分を−q乗積分で上から評価する
不等式について述べる.

1ここでいう q乗積分とは (
∫∫

uq
ε dxdt)

1
q のことをいう
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定理 4.5. uεは (0, T ) × KR上で 0 ≤ uε ≤ M をみたす (1.4)の弱解とする. このと
き, p0 > 0が存在して∫∫

(0, 1
8
T )×K R

2

up0
ε dxdt

 1
p0

≤ CM exp

(∫ 1

0

1 − e−
M
ε

s

s
ds −

∫ M

1

e−
M
ε

s

s
ds

)∫∫
( 7
8
T,T )×K R

2

u−p0
ε dxdt

− 1
p0

が成り立つ. ここで, 定数C, p0は n, T, Rに依存する.

注意 4.6. 定理 4.14の指数の積分について∫ 1

0

1 − e−
M
ε

s

s
ds −

∫ M

1

e−
M
ε

s

s
ds ≤

∫ M

0

1 − e−
M
ε

s

s
ds ≤

∫ M

0

M

ε
ds =

M2

ε

となる. ここで

1 − e−
M
ε

s

s
≤ lim

s′→0

1 − e−
M
ε

s′

s′
=

M

ε
, 0 < s < M

を用いた. よって∫∫
(0, 1

8
T )×K R

2

up0
ε dxdt

 1
p0

≤ CM exp

(
M2

ε

)∫∫
( 7
8
T,T )×K R

2

u−p0
ε dxdt

− 1
p0

となる.

定理 4.1から 4.5を組み合わせることにより, 次に述べるHarnack不等式が得られる.

定理 4.7 (Harnackの不等式). uεは (0, 24T ) × B6R上で 0 ≤ uε ≤ M をみたす (1.4)

の弱解とする. このとき

sup
(T,2T )×BR

uε ≤ CM exp

(
θ

ε

)
inf

(23T,24T )×BR

uε

が成り立つ. ここで定数Cは n, T,Rにのみ依存し, θは n,M, T, Rに依存する.

定理 4.7の証明.

D0 := (T, 2T ) × BR D1 := (0, 2T ) × B2R D2 := (0, 3T ) × B3R

D3 := (21T, 24T ) × B3R D4 := (23T, 24T ) × BR
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D0
D1

D2

D3

D4

t

x
0

Figure 4.1. D0, . . . , D4の領域

とする (Figure 4.1を参照). 定理 4.1, 定理 4.3, 定理 4.5, 定理 4.4の順に用いると, n, T, R

にのみ依る定数Cjと, n,M, T,R に依存する定数 θjを用いて

sup
D0

uε ≤ C1ε
−n+2

2 ‖uε‖L1(D1) ≤ C2 exp

(
θ2

ε

)(∫∫
D2

up0
ε dxdt

) 1
p0

≤ C3M exp

(
θ3

ε

)(∫∫
D3

u−p0
ε dxdt

)− 1
p0

≤ C4M exp

(
θ4

ε

)
inf
D4

uε

となる. �

定理 4.1, 定理 4.3, 定理 4.4 の証明の前に, 正則性に関する Ladyženskajaの不等式を証
明する. ここでは, D ⊂ Rnを一般の領域とする.
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定理 4.8 (Ladyženskajaの不等式). T > 0とし, D ⊂ Rn を領域とする. w ∈
L∞(0, T ; L2(D)) ∩ L2(0, T ; H1

0 (D))とし,

4 ≤ r ≤ ∞ , 2 ≤ q ≤ ∞, n = 1,

2 < r ≤ ∞ , 2 ≤ q < ∞, n = 2,

2 ≤ r ≤ ∞ , 2 ≤ q ≤ 2n

n − 2
, n ≥ 3

なる q, rが
1

r
+

n

2q
=

n

4

をみたすとする. このとき, w ∈ Lr(0, T ; Lq(D))であり, n, qにのみ依存する定数C

がとれて

(4.1) ‖w‖Lr(0,T ;Lq(D)) ≤ C‖w‖
2
r

L2(0,T ;H1
0 (D))

‖w‖1− 2
r

L∞(0,T ;L2(D))

が成り立つ.

注意 4.9. (4.1)にYoungの不等式を用いることで

‖w‖Lr(0,T ;Lq(D)) ≤ C(‖w‖L2(0,T ;H1
0 (D)) + ‖w‖L∞(0,T ;L2(D))),

すなわち,

L∞(0, T ; L2(D)) ∩ L2(0, T ; H1
0 (D)) ⊂ Lr(0, T ; Lq(D))

は連続な埋め込みとなる. 特に r = qとすることで

L∞(0, T ; L2(D)) ∩ L2(0, T ; H1
0 (D)) ⊂ L2+ 4

n ((0, T ) × D)

は連続な埋め込みになる.

証明には, 次のGagliardo-Nirenbergの不等式を用いる.
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定理 4.10 (Gagliardo-Nirenbergの不等式). D ⊂ Rn を領域とする. w ∈ H1
0 (D)

とし,

2 ≤ q ≤ ∞, n = 1,

2 ≤ q < ∞, n = 2,

2 ≤ q ≤ 2n

n − 2
, n ≥ 3

なる qは, 0 ≤ α ≤ 1に対し

1

q
=

1

2
(1 − α) +

(
1

2
− 1

n

)
α

をみたすとする. このとき, w ∈ Lq(D)であり, n, qにのみ依存する定数Cがとれて

‖w‖Lq(D) ≤ C‖w‖1−α
L2(D)‖∇w‖α

L2(D)

が成り立つ.

Ladyženskajaの不等式の証明. Gagliardo-Nirenbergの不等式から

‖w‖Lr(0,T ;Lq(D)) =

(∫ T

0

‖w‖r
Lq(D) dt

) 1
r

≤
(∫ T

0

Cr‖∇w‖αr
L2(D)‖w‖(1−α)r

L2(D) dt

) 1
r

≤ C

(∫ T

0

‖∇w‖αr
L2(D) dt

) 1
r

‖w‖1−α
L∞(0,T ;L2(D)).

ここで α = 2
r
とおけば

‖w‖Lr(0,T ;Lq(D)) ≤ C

(∫ T

0

‖∇w‖2
L2(D) dt

) 1
r

‖w‖1− 2
r

L∞(0,T ;L2(D))

≤ C‖w‖
2
r

L2(0,T ;H1
0 (D))

‖w‖1− 2
r

L∞(0,T ;L2(D)).

ここで, 1
q

= 1
2
(1 − 2

r
) + (1

2
− 1

n
)2

r
を解いて, 1

r
+ n

2q
= n

4
が得られる. �

4.1. 定理 4.1の証明. 定理を証明するために, 補題を準備する.
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補題 4.11. uを (1.4)の非負解とする. このとき,任意のβ ≥ 0 , 0 < s < s′ < T , 0 <

r′ < r , ε < 1に対して, v = u
β+1

2 とおくと

(4.2) ‖v‖2

L2(1+ 2
n )((s′,T )×Br′ )

≤ C(n)

(
1 +

1

β

)2(
1

ε
(β + 1) +

1

(r − r′)2
+

1

(s′ − s)

)
‖v‖L2((s,T )×Br)

が成り立つ. ここで, 定数Cは nにのみ依存する.

補題 4.11の証明. ηを滑らかな, 時空間の cut-off関数とし, 0 ≤ η ≤ 1とする. さらに
0 ≤ t ≤ T に対して supp η(t) ⊂⊂ Brとする. φ := uβη2を (1.4)に対する試験関数とする
と, 0 ≤ t1 < t2 ≤ T に対して

1

β + 1

∫ t2

t1

∫
Br

η2∂t(u
β+1) dxdt+β

∫ t2

t1

∫
Br

η2uβ−1|∇u|2 dxdt+2

∫ t2

t1

∫
Br

uβη∇η ·∇u dxdt

=
1

ε

∫ t2

t1

∫
Br

η2uβ+1 dxdt − 1

ε

∫ t2

t1

∫
Br

η2uβ+1|∇u|2 dxdt ≤ 1

ε

∫ t2

t1

∫
Br

η2uβ+1 dxdt

となる. Schwarzの不等式とYoungの不等式より

2uβη∇η · ∇u ≤ β

2
η2uβ−1|∇u|2 +

2

β
uβ+1|∇η|2

となるから

1

β + 1

∫ t2

t1

∫
Br

∂t(η
2uβ+1) dxdt +

β

2

∫ t2

t1

∫
Br

η2uβ−1|∇u|2 dxdt

≤ 1

ε

∫ t2

t1

∫
Br

η2uβ+1 dxdt +
2

β

∫ t2

t1

∫
Br

|∇η|2uβ+1 dxdt +
2

β + 1

∫ t2

t1

∫
Br

η|∂tη|uβ+1 dxdt

となる. ここで, v = u
β+1

2 とおくと

1

β + 1

∫ t2

t1

∫
Br

∂t(η
2v2) dxdt +

2β

(β + 1)2

∫ t2

t1

∫
Br

η2|∇v|2 dxdt

=
1

β + 1

∫
Br

η2v2 dx

∣∣∣∣t2
t1

+
2β

(β + 1)2

∫ t2

t1

∫
Br

η2|∇v|2 dxdt

≤ 1

ε

∫ t2

t1

∫
Br

η2v2 dxdt +
2

β

∫ t2

t1

∫
Br

|∇η|2v2 dxdt +
2

β + 1

∫ t2

t1

∫
Br

η|∂tη|v2 dxdt

(4.3)

となる.

ここで ηが

η(t, x) = 1, (t, x) ∈ (s′, T ) × Br′ ,

η(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, s) × Br
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をみたすとすると, s′ ≤ t ≤ T に対し, t1 = 0, t2 = tとおくと (4.3)で η2|∇v|2が非負であ
ることから∫

Br

(ηv)2(t) dx =

∫
Br

(ηv)2 dx

∣∣∣∣t
0

≤ 1

ε
(β + 1)

∫ T

s

∫
Br

η2v2 dxdt +
2(β + 1)

β

∫ T

s

∫
Br

|∇η|2v2 dxdt + 2

∫ T

s

∫
Br

η|∂tη|v2 dxdt

だから

sup
s′<t<T

∫
Br

(ηv)2(t) dx

≤ 1

ε
(β + 1)

∫ T

s

∫
Br

η2v2 dxdt +
2(β + 1)

β

∫ T

s

∫
Br

|∇η|2v2 dxdt + 2

∫ T

s

∫
Br

η|∂tη|v2 dxdt

となる.

また, t1 = 0 , t2 = T とすると

1

β + 1

∫
Br

η2v2 dx

∣∣∣∣T
0

≥ 0

だから (4.3)より∫ T

s′
|∇(ηv)|2 dxdt ≤ 2

∫ T

s′
(|∇η|2v2 + η2|∇v|2) dxdt

≤ 2

ε

(β + 1)2

β

∫ T

s

∫
Br

η2v2 dxdt + 2

((
β + 1

β

)2

+ 1

)∫ T

s

∫
Br

|∇η|2v2 dxdt

+
β + 1

β

∫ T

s

∫
Br

η|∂tη|v2 dxdt

が得られる.

ここで, η = η1(t)η2(|x|)と変数分離して

η1(t) =

{
1, t > s′,

0, t < s+s′

2
,

η2(|x|) =

{
1, |x| < r′,

0, |x| > r+r′

2
,

かつ

|∂tη1| ≤
4

s′ − s
, |∂rη2| ≤

4

r − r′

となるようにとれば

‖ηv‖2
L∞(s′,T ; L2(Br)) + ‖∇(ηv)‖L2(s′,T ; L2(Br))

≤ C

(
1 +

1

β

)2(
1

ε
(β + 1) +

1

(r − r′)2
+

1

(s′ − s)

)
‖v‖2

L2((s,T )×Br)

が得られる.
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0

D∞

Dj+1

Dj

D0

t

x

T

τ
′

τ

τj+1

τj

Figure 4.2. 領域Djについて (D∞ = (τ ′, T ) × BR′と置いた)

Ladyženskajaの不等式 (補題 4.8)より

‖v‖2

L2(1+ 2
n )((s′,T )×Br′ )

≤ ‖ηv‖2

L2(1+ 2
n )((s′,T )×Br)

≤ C(n)(‖ηv‖2
L∞(s′,T ; L2(Br)) + ‖∇(ηv)‖2

L2(s′,T ; L2(Br)))

≤ C(n)

(
1 +

1

β

)2(
1

ε
(β + 1) +

1

(r − r′)2
+

1

(s′ − s)

)
‖v‖2

L2((s,T )×Br)

が得られる.

�
定理 4.1の証明. j ∈ N0に対し

τj = τ ′ + 2−j(τ − τ ′) , Rj = R′ + 2−j(R − R′) ,

αj =

(
1 +

2

n

)j

, Dj = (τj, T ) × BRj

とおく.

(4.2)に β + 1 = pαj , s′ = τj+1 , s = τj , r′ = Rj+1 , r = Rjを代入すると

‖up‖αj

Lαj+1 (Dj+1)
≤ C1(n, p)

(
1

ε
αj + 22j+2

(
1

τ ′ − τ
+

1

(R − R′)2

))
‖u‖αj

Lαj (Dj)

となる (積分領域については, Figure 4.2を参照). ε < 1より, nにのみ依る定数 C2を用
いて

1

ε
αj + 22j+2

(
1

τ ′ − τ
+

1

(R − R′)2

)
≤ 1

ε
Cj

2

(
1 +

1

τ ′ − τ
+

1

(R − R′)2

)
と評価できるので

(4.4) ‖up‖Lαj+1 (Dj+1) ≤
(

C1

ε

(
1 +

1

τ ′ − τ
+

1

(R − R′)2

)) 1
αj

C
j

αj

2 ‖up‖Lαj (Dj)
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となる.

(4.4)を繰り返して用いることにより,

‖up‖Lαj ((τ ′,T )×BR′ ) ≤
∞∏
i=0

{(
C1

ε

(
1 +

1

τ ′ − τ
+

1

(R − R′)2

)) 1
αi

C
i

αi
2

}
‖up‖Lα0 (D0)

≤ C3(n, p)ε−
n+2

2

(
1 +

1

τ ′ − τ
+

1

(R − R′)2

)n+2
2

C

P i
αi

2 ‖up‖L1(D0).

j → ∞として

sup
(τ ′,T )×BR′

u ≤ C(n, p)ε−
n+2
2p

(
1 +

1

τ ′ − τ
+

1

(R − R′)2

)n+2
2p

‖u‖Lp((τ,T )×BR)

となり, 定理が示される. �

4.2. 定理4.3, 4.4の証明. 次にuを下から評価することを考える. 証明の方針はMoser

の手法に習い, 定理 4.1と類似である.

まず, 補題 4.11に対応する補題を証明する.

補題 4.12. uを (1.4)の非負値解とする. このとき, 任意の β < −1 , 0 < s < s′ <

T , 0 < r′ < rに対して, v = u
β+1

2 , b0 = M
ε
とおくと

(4.5) ‖v‖2

L2(1+ 2
n )((s′,T )×Br′ )

≤ Ceb0θ

(
1 +

1

β

)2(
1

s′ − s
+

1

(r − r′)2

)
‖v‖2

L2((s,T )×Br)

が成り立つ. ここで, 定数Cは nにのみ依存し, 定数 θはM,βにのみ依存する.

補題 4.13. uを (1.4)の非負値解とする. このとき, 任意の−1 < β < 0 , 0 < s′ <

s < T , 0 < r′ < rに対して, v = u
β+1

2 , b0 = M
ε
とおくと

(4.6) ‖v‖2

L2(1+ 2
n )((0,s′)×Br′ )

≤ Ceb0θ

(
1 +

1

β

)2(
1

s′ − s
+

1

(r − r′)2

)
‖v‖2

L2((0,s)×Br)

が成り立つ. ここで, 定数Cは nにのみ依存し, 定数 θはM,βにのみ依存する.

以下では, 補題 4.12と補題 4.13を同時に証明する.

補題 4.12, 補題 4.13の証明. ηを滑らかな, 時空間の cut-off関数とし, 0 ≤ η ≤ 1とす
る. さらに b0 = M

ε
とおく. β < 0に対して, φ := η2e−b0uuβを (1.4)に対する試験関数とす

ると, 0 ≤ t1 < t2 ≤ T に対して∫ t2

t1

∫
Br

η2e−b0uuβ∂tu dxdt +

∫ t2

t1

∫
Br

η2e−b0u(βuβ−1 − b0u
β)|∇u|2 dxdt

= −2

∫ t2

t1

∫
Br

ηe−b0uuβ∇η · ∇u dxdt − 1

ε

∫ t2

t1

∫
Br

η2e−b0uuβ+1(|∇u|2 − 1) dxdt
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となる. 両辺−1倍すると, uβ|∇u|2の積分は非負値であることと, u ≤ M から

−
∫ t2

t1

∫
Br

η2e−b0uuβ∂tu dxdt −
∫ t2

t1

∫
Br

η2e−b0u(βuβ−1 − b0u
β)|∇u|2 dxdt

≤ 2

∫ t2

t1

∫
Br

ηe−b0uuβ∇η · ∇u dxdt + b0

∫ t2

t1

∫
Br

η2e−b0uuβ|∇u|2 dxdt

となる. 左辺第二項目の η2e−b0uuβ|∇u|2の積分と, 右辺第二項目の積分は両辺キャンセル
できる. さらに右辺第一項目の ηe−b0uuβ∇η ·∇u の積分に Schwarzの不等式とYoungの不
等式を用いて

(4.7) −
∫ t2

t1

∫
Br

η2e−b0uuβ∂tu dxdt − β

2

∫ t2

t1

∫
Br

η2e−b0uuβ−1|∇u|2 dxdt

≤ − 2

β

∫ t2

t1

∫
Br

e−b0uuβ+1|∇η|2 dxdt

となる. 次に β 6= −1とし,

f(u) :=


(β + 1)

∫ u

0

e−b0ssβ ds, β > −1,

−(β + 1)

∫ ∞

u

e−b0ssβ ds, β < −1

とおく. このとき

∂tf(u) = (β + 1)e−b0uuβ∂tu

となる. 変数変換と部分積分により, β < −1に対して

f(u)

uβ+1
= −(β + 1)

u

∫ ∞

u

e−b0s
( s

u

)β

ds

= −(β + 1)

∫ ∞

1

e−b0urrβ dr (r =
s

u
)

= e−b0u − b0u

∫ ∞

1

e−b0urrβ+1 dr

= b0u

∫ ∞

1

e−b0ur(1 − rβ+1) dr

≥ b0u

∫ ∞

2
− 1

β+1

e−b0ur(1 − rβ+1) dr ≥ 1

2
e−b0M2

− 1
β+1

.

また, β > −1に対しては

f(u)

uβ+1
=

β + 1

u

∫ u

0

e−b0s
( s

u

)β

ds

= (β + 1)

∫ 1

0

e−b0urrβ dr (r =
s

u
)

= e−b0u + b0u

∫ 1

0

e−b0urrβ+1 dr

≥ e−b0M .
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従って, 0 < θM,β ≤ 1がとれて

1

2
e−b0θM,βuβ+1 ≤ f(u) ≤ uβ+1

とできる. θM,β → ∞ (β → −1)に注意する. 従って

− 1

β + 1

∫ t2

t1

∫
Br

η2∂tf(u) dxdt − β

2
e−b0M

∫ t2

t1

∫
Br

η2uβ−1|∇u|2 dxdt

≤ − 2

β

∫ t2

t1

∫
Br

uβ+1|∇η|2 dxdt

となるから, v = u
β+1

2 とおくと

− 1

β + 1

∫ t2

t1

∫
Br

∂t(η
2f(u)) dxdt − 2β

(β + 1)2
e−b0M

∫ t2

t1

∫
Br

η2|∇v|2 dxdt

≤ 2

|β|

∫ t2

t1

∫
Br

v2|∇η|2 dxdt +
2

|β + 1|

∫ t2

t1

∫
Br

η|∂tη|f(u) dxdt

≤ 2

|β|

∫ t2

t1

∫
Br

v2|∇η|2 dxdt +
2

|β + 1|

∫ t2

t1

∫
Br

η|∂tη|v2 dxdt

(4.8)

となる.

補題 4.12の (4.5)を証明する. β < −1とする. さらに ηが

η(t, x) = 1, (t, x) ∈ (s′, T ) × Br′ ,

η(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, s) × Br

をみたすとする. s′ ≤ t ≤ T に対して, t1 = 0, t2 = tとおくと (4.3)で η2|∇v|2が非負であ
ることから∫

Br

(ηv)2 dx

∣∣∣∣
t

≤ 2eb0θ

∫
Br

η2f(u) dx

∣∣∣∣
t

≤ 2eb0θ

∫ t

0

∫
Br

∂t(η
2f(u)) dxdt

≤ 4eb0θ

∣∣∣∣1 +
1

β

∣∣∣∣ ∫ T

s

∫
Br

(|∇η|2 + η|∂tη|)v2 dxdt

だから

sup
s′<t<T

∫
Br

(ηv)2(t) dx ≤ 4eb0θ

∣∣∣∣1 +
1

β

∣∣∣∣ ∫ T

s

∫
Br

(|∇η|2 + η|∂tη|)v2 dxdt

となる.

また, t1 = 0 , t1 = T とすると

− 1

β + 1

∫ T

0

∫
Br

∂t(η
2f(u)) dxdt = − 1

β + 1

∫
Br

f(u) dx

∣∣∣∣
T

≥ 0
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より∫ T

s′

∫
Br

|∇(ηv)|2 dxdt ≤ 2

∫ T

s′

∫
Br

(|∇η|2v2 + η2|∇v|2) dxdt

≤ 2eb0M

(
1 +

1

β

)2 ∫ T

s

∫
Br

(|∇η|2 + η|∂tη|)v2 dxdt

ηを補題 4.11と同じようにとれば

‖ηv‖2
L∞(s′,T ;L2(Br)) + ‖∇(ηv)‖2

L2(s′,T ;L2(Br))

≤ Ceb0θ

(
1 +

1

β

)2(
1

s′ − s
+

1

(r − r′)2

)
‖v‖2

L2((s,T )×Br)

が得られる.

Ladyženskajaの不等式 (補題 4.8)より

‖v‖2

L2(1+ 2
n )((s′,T )×Br′ )

≤ ‖ηv‖2

L2(1+ 2
n )((s′,T )×Br)

≤ C(n)(‖ηv‖2
L∞(s′,T ; L2(Br)) + ‖∇(ηv)‖2

L2(s′,T ; L2(Br)))

≤ C(n)eb0θ

(
1 +

1

β

)2(
1

s′ − s
+

1

(r − r′)2

)
‖v‖2

L2((s,T )×Br)

が得られる.

次に補題 4.13の (4.6)を証明する. −1 < β < 0とする. さらに ηが

η(t, x) = 1, (t, x) ∈ (0, s′) × Br′ ,

η(t, x) = 0, (t, x) ∈ (s, T ) × Br

をみたすとする. 0 ≤ t ≤ s′に対して, t1 = t , t2 = T とおくと, (4.8)で η2|∇v|2が非負で
あることから∫

Br

(ηv)2 dx

∣∣∣∣
t

≤ 2eb0θ

∫
Br

η2f(u) dx = −2eb0θ

∫ T

t

∫
Br

∂t(η
2f(u)) dxdt

≤ 4eb0θ

(
1 +

1

β

)∫ s

0

∫
Br

(|∇η|2 + η|∂tη|)v2 dxdt

となる. 従って

sup
0<t<s′

∫
Br

(ηv)2(t) dxdt ≤ 4eb0θ

(
1 +

1

β

)∫ s

0

∫
Br

(|∇η|2 + η|∂tη|)v2 dxdt

となる.

また, t1 = 0 , t2 = T とすると

− 1

β + 1

∫ T

0

∫
Br

∂t(η
2f(u)) dxdt =

1

β + 1

∫
Br

f(u) dx

∣∣∣∣
t=0

≥ 0
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より∫ s′

0

∫
Br

|∇(ηv)|2 dxdt ≤ 2

∫ s′

0

∫
Br

(|∇η|2v2 + η2|∇v|2) dxdt

≤ 2eb0M

(
1 +

1

β

)2 ∫ s

0

∫
Br

(|∇η|2 + η|∂tη|)v2 dxdt

が得られる.

ここで, η = η1(t)η2(|x|)と変数分離して

η1(t) =

{
1, (t < s′),

0, (t > s+s′

2
),

η2(|x|) =

{
1, (|x| < r′),

0, (|x| > r+r′

2
),

かつ

|∂tη1| ≤
4

s − s′
, |∂rη2| ≤

4

r − r′

となるようにとれば

‖ηv‖2
L∞(0,s′;L2(Br)) + ‖∇(ηv)‖2

L2(0,s′;L2(Br))

≤ Ceb0θ

(
1 +

1

β

)2(
1

s − s′
+

1

(r − r′)2

)
‖v‖2

L2(0,s)×L2(Br)

が得られる.

Ladyženskajaの不等式 (補題 4.8)より

‖v‖2

L2(1+ 2
n )((0,s′)×Br′ )

≤ ‖ηv‖2

L2(1+ 2
n )((0,s′)×Br)

≤ C(n)(‖ηv‖2
L∞(0,s′ ; L2(Br)) + ‖∇(ηv)‖2

L2(0,s′ ; L2(Br)))

≤ C(n)eb0θ

(
1 +

1

β

)2(
1

s′ − s
+

1

(r − r′)2

)
‖v‖2

L2((0,s)×Br)

が得られる. �

定理 4.4の証明. j ∈ N0に対し

τj = τ ′ + 2−j(τ − τ ′) , Rj = R′ + 2−j(R − R′) ,

αj =

(
1 +

2

n

)j

, Dj = (τj, T ) × BRj

とおく. (4.5)に β + 1 = pαj , s = τj , s′ = τj+1 , r′ = Rj+1 , r = Rjを代入すると

‖u−p‖αj

Lαj+1 (Dj+1)
≤ C1(n, p)eb0θ22j+2

(
1

τ ′ − τ
+

1

(R − R′)2

)
‖u−p‖αj

Lαj (Dj)

より

(4.9) ‖u−p‖Lαj+1 (Dj+1) ≤
(

C1e
b0θ

(
1

τ ′ − τ
+

1

(R − R′)2

)) 1
αj

2
2j+2
αj ‖u−p‖Lαj (Dj)
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0

D∞

Dj+1

Dj

D0

t

x

T

τ
′

τ

τj+1

τj

Figure 4.3. 領域Djについて (D∞ = (0, τ ′) × BR′と置いた)

となる. (4.9)をくり返し用いることにより

‖u−p‖Lαj+1 ((τ ′,T )×BR′ ) ≤
∞∏
i=0

{(
C1e

b0θ

(
1

τ ′ − τ
+

1

(R − R′)2

)) 1
αj

2
2j+2
αj

}
‖u−p‖Lα0 (D0)

≤ C3(n, p) exp

(
b0θ(n + 2)

2

)(
1

τ ′ − τ
+

1

(R − R′)2

)n+2
2

‖u−p‖Lα0 (D0).

j → ∞として

sup
(τ ′,T )×BR′

u−p ≤ C3(n, p) exp

(
b0θ(n + 2)

2

)(
1

τ ′ − τ
+

1

(R − R′)2

)n+2
2

‖u−p‖Lα0 (D0)

となり, 両辺−p乗根をとることにより

inf
(τ ′,T )×BR′

u

≥ C3(n, p) exp

(
−b0θ(n + 2)

2p

)(
1

τ ′ − τ
+

1

(R − R′)2

)−n+2
2p
(∫ T

τ

∫
BR

u−p dxdt

)− 1
p

が得られる. �

定理 4.3の証明. j ∈ N0に対し

τj = τ ′ + 2−j(τ − τ ′) , Rj = R′ + 2−j(R − R′) ,

αj =

(
1 +

2

n

)j

, Dj = (0, τj) × BRj

とおく (Figure 4.3を参照). (4.6)に β + 1 = pαj , s = τj , s′ = τj+1 , r′ = Rj+1 , r = Rjを
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代入すると

‖up‖αj

Lαj+1 (Dj+1)
≤ C1(n, p)eb0θ22j+2

(
1

τ − τ ′ +
1

(R − R′)2

)
‖up‖αj

Lαj (Dj)

より

(4.10) ‖up‖Lαj+1 (Dj+1) ≤
(

C1e
b0θ

(
1

τ − τ ′ +
1

(R − R′)2

)) 1
αj

2
2j+2
αj ‖up‖Lαj (Dj)

となる. p′ < pαj+1となる j ∈ N0をとれば,

‖u‖Lp′ ((0,τ ′)×BR′ ) ≤ C(τ ′, R′, n, p, p′)‖u‖Lpαj+1 ((0,τ ′)×BR′ ) = C‖up‖
1
p

Lαj+1 ((0,τ ′)×BR′ )

となり, (4.10)をくり返し用いることで

‖up‖Lαj+1 ((0,τ ′)×BR′ ) ≤
∞∏
i=0

{(
C1e

b0θ

(
1

τ ′ − τ
+

1

(R − R′)2

)) 1
αj

2
2j+2
αj

}
‖up‖Lα0 (D0)

≤ C3(n, p, R, R′, τ, τ ′) exp

(
b0θ(n + 2)

2

)
‖up‖L1((0,τ)×BR)

となる. 従って

‖u‖Lp′ ((0,τ ′)×BR′ ) ≤ C(n, p, p′, R,R′, τ, τ ′) exp

(
b0θ(n + 2)

2p

)(∫ τ

0

∫
BR

up dxdt

) 1
p

が得られる. �

4.3. 定理 4.5の証明.

Step.1 t > 0 , h ∈ Rを固定する. (4.7) で r = R , t1 = t , t2 = t + hとする. またBrのか
わりにKrとし, β = −1 とすると

−
∫ t+h

t

∫
Kr

η2e−b0uu−1∂tu dxdt +
1

2

∫ t+h

t

∫
Kr

η2e−b0uu−2|∇u|2 dxdt

≤ 2

∫ t+h

t

∫
Kr

e−b0u|∇η|2 dxdt.

ここで,

f(u) := −
∫ u

1

e−b0ss−1 ds

とおくと

∂tf(u) = −e−b0uu−1∂tu , ∇f(u) = e−b0uu−1∇u

となるから

−
∫ t+h

t

∫
Kr

η2∂tf(u) dxdt +
1

2

∫ t+h

t

∫
Kr

η2eb0u|∇f(u)|2 dxdt

≤ 2

∫ t+h

t

∫
Kr

e−b0u|∇η|2 dxdt
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となる. ここで, Kρ(x0) ⊂ KRとなる ρ > 0 , x0 ∈ KR に対して, ηを tに依らない関数で

η(x) = 1, (x ∈ K ρ
2
(x0)) ,

supp η ⊂⊂ Kρ(x0) ,

0 ≤ η ≤ 1 , |∇η| ≤ 4

ρ

をみたすようにとる. さらに, 任意の µ ≥ 0に対して {x ∈ Rn ; η(x) ≥ µ} が凸になるよう
に選ぶと

(4.11)

∫
Kρ(x0)

η2f(u) dxdt

∣∣∣∣t+h

t

+
1

2

∫ t+h

t

∫
Kρ(x0)

η2|∇f(u)|2 dxdt ≤ ChρN−2

となる. ただし, 定数Cは nにのみ依存する.

補題 4.14. D ⊂ Rn を有界領域とする. さらに pを D上非負で連続な関数とし,

supp pは D上でコンパクトであるとする. さらに, 任意の µ ≥ 0に対して {x ∈
D ; p(x) ≥ µ} が凸であるとする. このとき, 任意の g ∈ H1(D)に対して∫

D

(g(x) − k)2p(x) dx ≤ C
(diamD)n+2

A
‖p‖L∞(D)

∫
D

|∇g(x)|2p(x) dx

が成り立つ. ただし,

A =

∫
D

p(x) dx , k =

∫
D

g(x)p(x) dx

A

である.

補題 4.14の証明.
∫

D
p dx = 1を仮定して示せば十分である. このとき, kの定義と

Hölder不等式より∫
D

(g(x) − k)2p(x) dx =

∫
D

(∫
D

(g(x) − g(y))p(y) dy

)2

p(x) dx

≤
∫∫

D×D

|g(x) − g(y)|2p(x)p(y) dxdy

となる.

まず x 6= yとなる x, y ∈ supp pを固定し, d = diamDと置く. このとき

|g(x) − g(y)|2 =

∣∣∣∣∫ 1

0

∇g(x + t(y − x)) · (y − x) dt

∣∣∣∣2
≤ d2

∫ 1

0

|∇g(x + t(y − x))|2 dt

≤ d2

∫ 1

0

|∇g(x + t(y − x))|2p(x + t(y − x)) dt
1

min{p(x), p(y)}
となる. 最後の不等式は {z; p(z) ≥ p(x)}, {z; p(z) ≥ p(y)}が convex だから, 0 ≤ t ≤ 1

に対して p(x + t(y − x)) ≥ min{p(x), p(y)}となることから従う. さらに p(x)p(y) ≤
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(sup p) min{p(x), p(y)}だから

|g(x) − g(y)|2p(x)p(y) ≤ d2(sup p)

∫ 1

0

|∇g(x + t(y − x))|2p(x + t(y − x)) dt

となる.

次に u,∇u, pをRn上にゼロ拡張し, z ∈ Rnを固定する. さらに y = x + zとおき, xに
ついて積分すると∫

D

|g(x) − g(x + z)|2p(x)p(x + z) dx ≤ d2(sup p)

∫
D

∫ 1

0

|∇g(x + tz)|2p(x + tz) dtdx

となる. 右辺の積分は積分順序を交換して変数変換して∫
D

∫ 1

0

|∇g(x + tz)|2p(x + tz) dtdx =

∫ 1

0

∫
Rn

|∇g(x + tz)|2p(x + tz) dxdt

=

∫ 1

0

∫
Rn

|∇g(w)|2p(w) dwdt =

∫
D

|∇g(x)|2p(x) dx

となる. さらに x ∈ Dに対して |z| ≥ dならば p(x)p(x + z) = 0だから, z ∈ Bd上で積分
すると∫

Bd

∫
D

|g(x) − g(x + z)|2p(x)p(x + z) dxdz ≤ C(n)dn+2(sup p)

∫
D

∫ 1

0

|∇g(x)|2p(x) dtdx

となる. 左辺について積分順序を交換して, x + z = yと変数変換する. Bd + x ⊃ Dとな
ることに注意して∫

Bd

∫
D

|g(x)− g(x+ z)|2p(x)p(x+ z) dxdz =

∫
D

∫
Bd

|g(x)− g(x+ z)|2p(x)p(x+ z) dzdx

=

∫
D

∫
D

|g(x) − g(y)|2p(x)p(y) dydx

となる. �

補題 4.14を g = f(u) , p = η2 , D = Kρ(x0)で (4.11)の左辺第二項に適用して∫
Kρ(x0)

η2f(u) dxdt

∣∣∣∣t+h

t

+ C1

∫
Kρ(x0)

η2dx

ρn+2

∫ t+h

t

∫
Kρ(x0)

(f(u) − V (t))2η2 dxdt ≤ Chρn−2

とできる. ここで, C1は nにのみ依る定数であり,

V (t) :=

∫
Kρ(x0)

f(u)η2 dx∫
Kρ(x0)

η2 dx

である.

両辺 h
∫

Kρ(x0)
η2 dxで割って, h → 0とすると

dV

dt
+

C1

ρn+2

∫
K ρ

2
(x0)

(f(u) − V (t))2 dx ≤ Cρn−2∫
Kρ(x0)

η2 dx
≤ C2ρ

−2, a.e. 0 < t < T

となる. ここでC2は nにのみ依る定数である.
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Step.2 次に 0 < τ < T を

0 < τ − ρ2

4
< τ +

ρ2

4
< T

をみたすようにとる. さらに

w1(t, x) = f(u) − V (τ) − C2ρ
−2(t − τ) , W1(t) = V (t) − V (τ) − C2ρ

−2(t − τ)

とおくと

(4.12)
dW1

dt
+

C1

ρn+2

∫
K ρ

2
(x0)

(w1 − W1)
2 dx ≤ 0 , W1(τ) = 0

となる. さらに, s > 0に対しQ1
s(t) := {x ∈ K ρ

2
(x0) ; w(t, x) > s} とおくと, (4.12)より

τ ≤ t ≤ τ + ρ2

4
上でW1(t) ≤ 0となるので

w1 − W1 ≥ s − W1 > 0, (t ≥ τ , x ∈ Q1
s(t))

となる. (4.12)で積分領域をQ1
s(t)に制限すると

dW1

dt
+

C1

ρn+2
(s − W1(t))

2|Q1
s(t)| ≤ 0

より
|Q1

s(t)|
ρn+2

≤ C−1
1 (s − W1(t))

−2d(s − W1)

dt
= C−1

1

d

dt
{−(s − W1(t))

−1}

となる. 両辺 tについて, τ から τ + ρ2

4
まで積分して

1

ρn+2

∫ τ+ ρ2

4

τ

|Q1
s(t)| dt ≤ C−1

1

{
1

s − W1(τ)
− 1

s − W1(τ + ρ2

4
)

}
≤ 1

C1s

となる. そこで. U+ := (τ, τ + ρ2

4
) × K ρ

2
(x0)とおけば

1

|U+|

∫∫
U+

√
(f(u) − V (τ))+ dxdt

=
1

|U+|

∫∫
U+

√
(w1(t, x) + C2ρ−2(t − τ))+ dxdt

≤
(∫∫

U+

√
w1(t, x)+ dxdt +

∫∫
U+

√
C2ρ−2(t − τ) dxdt

)

≤

1

2

∫ τ+ ρ2

4

τ

∫ ∞

0

s−
1
2 |Q1

s(t)| dsdt +

√
C2

4
|U+|


ここで,∫ τ+ ρ2

4

τ

∫ ∞

0

s−
1
2 |Q1

s(t)| dsdt =

∫ τ+ ρ2

4

τ

∫ 1

0

s−
1
2 |Q1

s(t)| dsdt +

∫ τ+ ρ2

4

τ

∫ ∞

1

s−
1
2 |Q1

s(t)| dsdt

=: I1 + I2
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とおくと,

I1 ≤
∫ τ+ ρ2

4

τ

∫ 1

0

s−
1
2 |Kρ/2| dsdt = 2|U+| ,

I2 ≤
∫ ∞

1

s−
1
2

∫ τ+ ρ2

4

τ

|Q1
s(t)| dsdt ≤

∫ ∞

1

s−
1
2
ρn+2

C1s
ds =

8

C1

|U+|

従って

(4.13)
1

|U+|

∫∫
U+

√
(f(u) − V (τ))+ dxdt ≤ C

となる. ここで, 定数Cは nにのみ依る定数である.

次に

w2(t, x) = V (τ) − f(u) + C2ρ
−2(t − τ) , W2(t) = V (τ) − V (t) + C2ρ

−2(t − τ)

とおくと

(4.14) −dW2

dt
+

C1

ρn+2

∫
K ρ

2 (x0)

(w2 − W2)
2 dx ≤ 0 , W2(τ) = 0

となる. (4.14)より

W2(t) ≤ 0, τ − ρ2

4
≤ t ≤ τ

となる. 次にQ2
s(t) := {x ∈ K ρ

2
(x0) : w2(t, x) > s} とおくと

W2 − w2 ≤ W2 − s ≤ 0, (τ − ρ2

4
≤ t ≤ τ , x ∈ Q2

s(t))

だから, (4.14)で積分領域をQs(t)に制限して

−dW2

dt
+

C1

ρn+2
|Q2

s(t)| ≤ 0

となるので,

|Q2
s(t)|

ρn+2
≤ C−1

1

d

dt
{−(W2 − s)−1}

となる. 両辺, tについて, τ − ρ2

4
から τ まで積分して

1

ρn+2

∫ τ

τ− ρ2

4

|Qs(t)| dt ≤ C−1
1

(
1

W2(τ − ρ2

4
) − s

− 1

W2(τ) − s

)
≤ 1

C1s

となる. 先と同様にして, U− = (τ − ρ2

4
, τ) × K ρ

2
(x0)とおけば

(4.15)
1

|U−|

∫∫
U−

√
(V (τ) − f(u))+ dxdt ≤ C
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となる. ここで,定数Cはnにのみ依る定数である. 以上により (τ − ρ2

4
, τ + ρ2

4
)×K ρ

2
(x0) ⊂

(0, T ) × KRならば

1

|U+|

∫∫
U+

√
(f(u) − V (τ))+ dxdt ≤ C

1

|U−|

∫∫
U−

√
(V (τ) − f(u))+ dxdt ≤ C

(4.16)

がわかった.

ここで, 次の補題を用いる.

補題 4.15 (Moser[16] , Fabes-Garofalo [5]). f(u)が (4.16)をみたすとすると, p0 > 0

が存在して

(4.17)

∫∫
(0, 1

8
T )×K R

2

e−p0f dxdt

∫∫
( 7
8
T,T )×K R

2

ep0f dxdt

 ≤ C

が成り立つ. ここで, 定数Cは n, T, Rにのみ依存する.

定理 4.5の証明.

A =
1

M
exp

(∫ M

1

e−b0ss−1 ds

)
, B = exp

(∫ 1

0

1 − e−b0s

s
ds

)
とおけば

− log Bξ ≤ f(ξ) ≤ − log Aξ, (0 < ξ ≤ M)

がわかる. 従って, 補題 4.15より∫∫
(0, 1

8
T )×K R

2

ep0 log Au dxdt

∫∫
( 7
8
T,T )×K R

2

e−p0 log Bu dxdt

 ≤ C

より ∫∫
(0, 1

8
T )×K R

2

up0 dxdt

 1
p0

≤ C
B

A

∫∫
( 7
8
T,T )×K R

2

u−p0 dxdt

− 1
p0

が得られる. �

5. 放物型 John-Nirenberg評価

このセクションでは, 定理 4.5の証明で用いた, 補題 4.15を Fabes-Garofalo[5] の手法
により, 証明する.
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記号 5.1. このセクションを通して, K := [−1, 1]n , U := (−1, 1) × Kとし, U の部分
集合として

U+ :=(0, 1) × K, U− := (−1, 0) × K,

V + :=

(
1

2
, 1

)
× K, V − :=

(
−1,−1

2

)
× K,

W+ :=

(
1

4
, 1

)
× K, W− :=

(
−1,−3

4

)
× K,

と定義する.

(t0, x0) ∈ Rn+1 , λ > 0に対して

π(t, x) = π
(t0,x0)
λ (t, x) := (t0 + λ2t, x0 + λx)

と定める.

定義 5.2. C ⊂ Rn+1が放物型長方形であるとは (t0, x0) ∈ Rn+1 , λ > 0が存在して

C = π
(t0,x0)
λ (U)

と書けるときをいう. このとき, C+, C−, D+, D−, E+, E−をそれぞれU+, U−, V +, V −,W+,W−

の πによる像とする.

このセクションにおける主定理は次である.

定理 5.3 (Fabes-Garofalo[5]). ある定数 A ≥ 0が存在して, 任意の放物型長方形
C ⊂ U に対してCに依存する定数 aC が存在して

1

|C+|

∫
C+

√
(f(t, x) − aC)+ dtdx ≤ A

1

|C−|

∫
C−

√
(aC − f(t, x))+ dtdx ≤ A

(5.1)

をみたすとする. このとき, 定数 p0 > 0が存在して∫
W+

ep0f(t,x) dxdt

∫
W−

e−p0f(t,x) dxdt ≤ C|W+||W−|

が成り立つ. ここで, 定数Cは nにのみ依存する.

まず, 分布関数の評価を行う.
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定理 5.4 (Fabes-Garofalo[5]). ある定数 A ≥ 0が存在して, 任意の放物型長方形
C ⊂ U に対してCに依存する定数 aC が存在して

1

|C+|

∫
C+

√
(f(t, x) − aC)+ dtdx ≤ A

1

|C−|

∫
C−

√
(aC − f(t, x))+ dtdx ≤ A

(5.2)

をみたすとする. このとき, 任意の α > 0に対し

|{(t, x) ∈ V + ; (f(t, x) − aC0)+ > α}| ≤ Be−b
√

α
A |V +|

|{(t, x) ∈ V − ; (aC0 − f(t, x))+ > α}| ≤ Be−b
√

α
A |V −|

(5.3)

が成り立つ. ここで B, b は次元 n にのみ依存する.

補題 5.4の証明. まず (5.3)の第 1式を示せば, 第 2式は−f(−t, x)を考えることで示
せる. さらに f−aU

A2 を f のかわりに考えることで, A = 1 , aU = 0としてよい. α ≤ 1なら

Be−bα
1
2 ≥ Be−bだから, Bを十分に大きくとることで, α > 1に対して

(5.4) |{(t, x) ∈ V + ; f(t, x)+ > α}| ≤ Be−b
√

α|V +|

を示せばよい.

Selection Process β > 0を固定する. D+
0 := V +を空間方向に 4n等分, 時間方向に 42

等分の長方形にわける. 各長方形をD+
1,j とおく. 次にD+

1,j に対応する放物型長方形 C1,j

を考える. このとき β ≥ a+
C1,j
のときは, また同様の分割をしてD+

2,jを作る. 逆に β < a+
C1,j

ならば, D+
1,jは操作を終える. 以下, この操作をくりかえす.

このようにして {D+
n,j(β)}を作り

D(β) :=
∞∪

n=1

∪
j

D+
n,j(β)

とおく.

主張 5.5. 任意の β > 0に対して√
f+(t, x) ≤ 1 +

√
β a.e. (t, x) ∈ D+

0 \ D(β).

主張 5.5の証明. (t, x) ∈ D+
0 \ D(β)なら, ある放物型長方形の列 {D+

n,j} が存在して

(t, x) ∈ D+
n,j , aCn,j

≤ β , |C+
n,j| → 0 (n → ∞)

とできる. 従って (5.2)とA = 1より

1

|C+
n,j|

∫
C+

n,j

√
f+(t, x) dxdt ≤ 1

|C+
n,j|

∫
C+

n,j

√
(f(t, x) − aCn,j

)+ dxdt +
√

β ≤ 1 +
√

β
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とできる. Lebesgueの微分定理から殆んど至るところの (t, x) ∈ D+
0 \ D(β)に対して

1

|C+
n,j|

∫
C+

n,j

√
f+(t, x) dxdt →

√
f+(t, x) (n → ∞)

より主張 5.5が従う. �
主張 5.5から

{(t, x) ∈ D+
0 ; f(t, x) ≥ (1 +

√
β)2} ⊂ D(β)

がわかる. もし β > 0に対して

(5.5) |D(β)| ≤ Be−b
√

β|D+
0 |

を示せば, β = (
√

α − 1)2ととることで

|{(t, x) ∈ D+
0 ; f(t, x)+ > α}| ≤ |D(β)| ≤ Be−b(

√
α−1)|D+

0 | = Bebe−b
√

α|V +|

がわかり, (5.4)が示される. (5.5)を示すのに, 次の主張を用いる.

主張 5.6.

(5.6)
√

β ≥
√

α + 1 → |D(β)| ≤ C√
β −

√
α − 1

|D(α)|,

ただしC ≥ 0は nにのみ依存する.

(5.4)の証明. g(α) := |D(α2)|とおくと (5.6)より

β > α + 1 → g(β) ≤ C

β − α − 1
g(α).

L = 2C + 1とおくと, 任意の α > 0に対し, β = α + Lとおくと, β > α + 1だから

(5.7) g(α + L) ≤ C

α + L − α − 1
g(α) ≤ 1

2
g(α)

となる. β > 0に対し nL < β ≤ (n + 1)Lとなる n ∈ Nをとると, (5.7)を繰り返し用いる
ことにより,

g(β) ≤ 1

2
g(β − L) ≤ · · · ≤

(
1

2

)n

g(β − nL) ≤
(

1

2

)β/L−1

|D+
0 | = 2e−β log 2/L|D+

0 |

となり (5.5)が示される. �
主張 5.6を示すためにD(α)を再度考察する. {D+

n,j(α)}は互いに交わらない, すなわ
ち共通部分が零集合だが, 対応する {C−

n,j(α)}は互いに交わる. すなわち, 共通部分が零集
合にならないことがありうる. そこで {C−

n,j(α)}から, 次の方法で最大非交叉部分集合族
{∗C−

n,j}を作る.

Step.1 次をみたす {C−
1,j(α)} ⊃ {∗C−

1,j(α)}を選ぶ.

• 任意のC−
1,j(α)はある ∗C−

1,k(α)と交わる.

• {∗C−
1,j(α)}は互いに交わらない.

Step.2 次をみたす {C−
2,j(α)} ⊃ {∗C−

2,j(α)}を選ぶ.

• 任意のC−
2,j(α)はある ∗C−

1,k(α)か ∗C−
2,k(α)と交わる.

• {∗C−
1,j(α)}と {∗C−

2,j(α)}は互いに交わらない.
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以下同様にして
Step.n 次をみたす {C−

n,j(α)} ⊃ {∗C−
n,j(α)}を選ぶ.

• 任意のC−
n,j(α)に対して, ある λ ≤ nが存在して, ある ∗C−

λ,k(α)と交わる.

• λ ≤ nに対して, {∗C−
λ,j(α)}は互いに交わらない.

さて 0 < α < βに対して, {D+
n,j(α)}と {D+

n,j(β)}を Selection Process によって構成す
る. 次に {∗C−

n,j(β)}を {C−
n,j(β)}の最大非交叉部分集合族とする.

まず, {D+
n,j(β)}は互いに交わらないから

|D(β)| =
∞∑

n=1

∑
j

|D+
n,j(β)|

となる. 次に µ ≥ 1に対して

Iµ := {(n, j) ; C−
n,j(β)はある∗

C−
µ,k(β)と交わり,

任意のλ < µに対して, どの∗
C−

λ,k(β)とも交わらない }

とおく. {∗C−
n,j(β)}が最大非交叉部分集合族だから

|D(β)| =
∞∑

µ=1

∑
(n,j)∈Iµ

|D+
n,j(β)|

となる.

(n, j) ∈ Iµに対し, C−
n,j(β)の各辺の長さよりも, C−

n,j(β)に交わる ∗C−
µ,k(β)の各辺の長

さの方が長いから

D+
n,j(β) ⊂ 2C−

n,j(β) ⊂ 4∗C−
µ,k(β)

が成り立つ. ここで 2C−
n,j(β)はC−

n,j(β)の各辺を 2倍したもの, 4∗C−
µ,k(β)は ∗C−

µ,k(β) の各
辺を 4倍したものである. 従って∪

(n,j)∈Iµ

D+
n,j(β) ⊂

∪
j

4∗C−
µ,j(β)

となるから

|D(β)| ≤ 4n+1

∞∑
µ=1

∑
j

|∗C−
µ,j(β)|

となる.

さらに β > αと µ > 0に対し, ν ≤ µと kが存在してD+
µ,j(β) ⊂ D+

ν,k(α)とできるから

(5.8) |D(β)| ≤ 4n+1

∞∑
n=1

∑
(µ,j)∈Jn

|∗C−
µ,j(β)|

とできる. ここで

Jn := {(µ, j) ; ある kが存在してD+
µ,j(β) ⊂ D+

n,k(α)}

である.
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今, (µ, j) ∈ Jnに対し,√
β <

√
(a∗Cµ,j(β))+

≤ 1

|∗C−
µ,j(β)|

∫
∗C−

µ,j(β)

√
(a∗Cµ,j(β) − f(t, x))+ dxdt +

1

|∗C−
µ,j(β)|

∫
∗C−

µ,j(β)

√
f+(t, x) dxdt

より (5.2)とA = 1から

(
√

β − 1)|∗C−
µ,j(β)| ≤

∫
∗C−

µ,j(β)

√
f+(t, x) dxdt

となるので

(
√

β − 1)
∑

(µ,j)∈Jn

|∗C−
µ,j(β)| ≤

∑
(µ,j)∈Jn

∫
∗C−

µ,j(β)

√
f+(t, x) dxdt

となる.

(µ, j) ∈ Jnならば, k, lが存在してD+
µ,j(β) ⊂ D+

n,k(α) ⊂ D+
n−1,l(α)かつ aCn−1,l(α) ≤ α

とできる. 従って∫
∗C−

µ,j(β)

√
f+(t, x) dxdt ≤

∫
∗C−

µ,j(β)

√
(f(t, x) − aCn−1,l(α))+ dxdt +

√
α|∗C−

µ,j(β)|

となる. 次に

Jn,l := {(µ, j) ; D+
µ,j(β) ⊂ D+

n−1,l(α)}

とおく. n ≤ µより
∗C−

µ,j(β) ⊂ C+
n−1,l(α)

かつ,

Jn =
∑

l

Jn,l

となる. 従って ∑
(µ,j)∈Jn

∫
∗C−

µ,j(β)

√
(f(t, x) − aCn−1,l(α))+ dxdt

=
∑

l

∑
(µ,j)∈Jn,l

∫
∗C−

µ,j(β)

√
(f(t, x) − aCn−1,l(α))+ dxdt

=
∑

l

∫
∪(µ,j)∈Jn,l

∗C−
µ,j(β)

√
(f(t, x) − aCn−1,l(α))+ dxdt

≤
∑

l

∫
C+

n−1,l(α)

√
(f(t, x) − aCn−1,l(α))+ dxdt

となる.
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以上より (5.2)とA = 1から

(
√

β −
√

α − 1)
∑

(µ,j)∈Jn

|∗C−
µ,j(β)| ≤

∑
l

∫
C+

n−1,l(α)

√
(f − aCn−1,k(α))+

≤
∑

l

|C+
n−1,l(α)| = 2

∑
l

|D+
n−1,l(α)|

= 2 × 4n+2
∑

l

|D+
n,l(α)|

となる. (5.8)に代入して

|D(β)| ≤ 128 × 42n

√
β −

√
α − 1

∞∑
n=1

∑
l

|D+
n,l(α)| ≤ 128 × 42n

√
β −

√
α − 1

|D(α)|

となる. �

注意 5.7. 定理 5.4の仮定 (5.2)を, 0 < p < 1を固定して

1

|C+|

∫
C+

(f(t, x) − aC)p
+ dtdx ≤ A

1

|C−|

∫
C−

(aC − f(t, x))p
+ dtdx ≤ A

に変えると, 今の証明の議論と同様にして, 任意の α > 0に対して

|{(t, x) ∈ V + ; (f(t, x) − aC0)+ > α}| ≤ Be−b( α
A

)p|V +|

|{(t, x) ∈ V − ; (aC0 − f(t, x))+ > α}| ≤ Be−b( α
A

)p|V −|

が示せる.

系 5.8. 定理 5.4 の仮定の下で, n,Aにのみ依る定数A′ > 0が存在して, 任意の放物
型長方形C ⊂ U に対して

1

|D+|

∫
D+

(f(t, x) − aC)+ dxdt ≤ A′,

1

|D−|

∫
D−

(aC − f(t, x))+ dxdt ≤ A′
(5.9)

が成り立つ.

系 5.8の証明. (5.9)の上の不等式のみ示す. 変数変換と定理 5.4より

|{(t, x) ∈ D+ ; (f(t, x) − aC)+ > α}| ≤ Be−b
√

α
A |D+|

が成り立つ. 従って

1

|D+|

∫
D+

(f(t, x) − aC)+ dxdt ≤ B

∫ ∞

0

e−b
√

α
A dα < ∞
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となる.

A′ := B

∫ ∞

0

e−b
√

α
A dα

とおけばよい. �

定理 5.9 (Fabes-Garofalo[5]). ある定数 A ≥ 0が存在して, 任意の放物型長方形に
対して, Cに依存する定数 aC が存在して

1

|D+|

∫
D+

(f(t, x) − aC)+ dtdx ≤ A

1

|D−|

∫
D−

(aC − f(t, x))+ dtdx ≤ A

(5.10)

をみたすとする. このとき, 任意の α > 0に対し

|{(t, x) ∈ W+ ; (f(t, x) − aC0)
+ > α}| ≤ Be−b( α

A
)|W+|

|{(t, x) ∈ W− ; (aC0 − f(t, x))+ > α}| ≤ Be−b( α
A

)|W−|
(5.11)

が成り立つ. ここで B, b は次元 n にのみ依存する.

定理 5.9の証明. 定理 5.4と同じ議論で, A = 1 , aU = 0として α > 1に対して

(5.12) |{(t, x) ∈ W+ ; f(t, x)+ > α}| ≤ Be−b
√

α|W+|

を示せばよい.

Selection Process β > 0を固定する. E+
0 := W+を空間方向に 4n等分, 時間方向に

42等分の長方形にわける. 各長方形をE+
1,jとおく. 次にE+

1,jに対応する放物型長方形C1,j

を考える. このとき β ≥ a+
C1,j
のときは, また同様の分割をしてE+

2,jを作る. 逆に β < a+
C1,j

ならば, E+
1,jは操作を終える. 以下, この操作をくりかえす.

このようにして {E+
n,j(β)}を作り

E(β) :=
∞∪

n=1

∪
j

E+
n,j(β)

とおく.

主張 5.5と同様にして, 次がわかる.

主張 5.10. 任意の β > 0に対して

f+(t, x) ≤ 1 + β a.e. (t, x) ∈ E+
0 \ E(β).

主張 5.10から

{(t, x) ∈ E+
0 ; f(t, x) ≥ (1 + β)} ⊂ E(β)

がわかる. もし β > 0に対して

(5.13) |E(β)| ≤ Be−bβ|E+
0 |
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を示せば, β = (α − 1)ととることで

|{(t, x) ∈ E+
0 ; f(t, x)+ > α}| ≤ |E(β)| ≤ Be−b(α−1)|E+

0 | = Bebe−bα|W+|

がわかり, (5.12)が示される. (5.13)を示すのに, 次の主張を用いる.

主張 5.11.

(5.14) β ≥ α + 1 → |E(β)| ≤ C

β − α − 1
|E(α)|,

ただしC ≥ 0は nにのみ依存する.

不等式 (5.13)の証明は, (5.4)を主張 5.6を用いて示す方法と同様である.

主張 5.11を示すためにE(α)について再度考察する. {E+
n,j(α)}は互いに交わらない,

すなわち共通部分が零集合だが, 対応する {D−
n,j(α)}は互いに交わる. すなわち, 共通部分

が零集合にならないことがありうる. そこで {D−
n,j(α)}から, 次の方法で最大非交叉部分

集合族 {∗D−
n,j}を作る.

Step.1 次をみたす {D−
1,j(α)} ⊃ {∗D−

1,j(α)}を選ぶ.

• 任意のD−
1,j(α)はある ∗D−

1,k(α)と交わる.

• {∗D−
1,j(α)}は互いに交わらない.

Step.2 次をみたす {D−
2,j(α)} ⊃ {∗D−

2,j(α)}を選ぶ.

• 任意のD−
2,j(α)はある ∗D−

1,k(α)か ∗D−
2,k(α)と交わる.

• {∗D−
1,j(α)}と {∗D−

2,j(α)}は互いに交わらない.

以下同様にして
Step.n 次をみたす {D−

n,j(α)} ⊃ {∗D−
n,j(α)}を選ぶ.

• 任意のD−
n,j(α)に対して, ある λ ≤ nが存在して, ある ∗D−

λ,k(α)と交わる.

• λ ≤ nに対して {∗D−
λ,j(α)}は互いに交わらない.

さて 0 < α < βに対して, {E+
n,j(α)}と {E+

n,j(β)}を Selection Process によって構成す
る. 次に {∗D−

n,j(β)}を {D−
n,j(β)}の最大非交叉部分集合族とする.

まず, {E+
n,j(β)}は互いに交わらないから

|E(β)| =
∞∑

n=1

∑
j

|E+
n,j(β)|

となる. 次に µ ≥ 1に対して

Iµ := {(n, j) ; D−
n,j(β)はある∗

D−
µ,k(β)と交わり,

任意のλ < µに対して, どの∗
D−

λ,k(β)とも交わらない }

とおく. {∗D−
n,j(β)}が最大非交叉部分集合族だから

|E(β)| =
∞∑

µ=1

∑
(n,j)∈Iµ

|E+
n,j(β)|

となる.
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(n, j) ∈ Iµに対し, D−
n,j(β)の各辺の長さよりも, D−

n,j(β)に交わる ∗D−
µ,k(β)の各辺の長

さの方が長いから

E+
n,j(β) ⊂ 4D−

n,j(β) ⊂ 8∗D−
µ,k(β)

が成り立つ. ここで 4D−
n,j(β)はD−

n,j(β)の各辺を 4倍したもの, 8∗D−
µ,k(β)は ∗D−

µ,k(β) の
各辺を 8倍したものである. 従って∪

(n,j)∈Iµ

E+
n,j(β) ⊂

∪
j

8∗D−
µ,j(β)

となるから

|E(β)| ≤ 8n+1

∞∑
µ=1

∑
j

|∗D−
µ,j(β)|

となる.

さらに β > αと µ > 0に対し, ν ≤ µと kが存在してE+
µ,j(β) ⊂ E+

ν,k(α)とできるから

(5.15) |E(β)| ≤ 8n+1

∞∑
n=1

∑
(µ,j)∈Jn

|∗D−
µ,j(β)|

とできる. ここで

Jn := {(µ, j) ; ある kが存在してE+
µ,j(β) ⊂ E+

n,k(α)}

である.

今, (µ, j) ∈ Jnに対して

β < (a∗Cµ,j(β))+

≤ 1

|∗D−
µ,j(β)|

∫
∗D−

µ,j(β)

(a∗Cµ,j(β) − f(t, x))+ dxdt +
1

|∗D−
µ,j(β)|

∫
∗D−

µ,j(β)

f+(t, x) dxdt

より (5.10)とA = 1から

(β − 1)|∗D−
µ,j(β)| ≤

∫
∗D−

µ,j(β)

f+(t, x) dxdt

となるので

(β − 1)
∑

(µ,j)∈Jn

|∗D−
µ,j(β)| ≤

∑
(µ,j)∈Jn

∫
∗D−

µ,j(β)

f+(t, x) dxdt

となる.

(µ, j) ∈ Jnならば, k, lが存在してE+
µ,j(β) ⊂ E+

n,k(α) ⊂ E+
n−1,l(α)かつ aCn−1,l(α) ≤ αと

できる. 従って∫
∗D−

µ,j(β)

f+(t, x) dxdt ≤
∫

∗D−
µ,j(β)

(f(t, x) − aCn−1,l(α))+ dxdt + α|∗D−
µ,j(β)|

となる. 次に

Jn,l := {(µ, j) ; E+
µ,j(β) ⊂ E+

n−1,l(α)}
とおく. n ≤ µより

∗D−
µ,j(β) ⊂ D+

n−1,l(α)
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かつ,

Jn =
∑

l

Jn,l

となる. 従って ∑
(µ,j)∈Jn

∫
∗D−

µ,j(β)

(f(t, x) − aCn−1,l(α))+ dxdt

=
∑

l

∑
(µ,j)∈Jn,l

∫
∗D−

µ,j(β)

(f(t, x) − aCn−1,l(α))+ dxdt

=
∑

l

∫
∪(µ,j)∈Jn,l

∗D−
µ,j(β)

(f(t, x) − aCn−1,l(α))+ dxdt

≤
∑

l

∫
D+

n−1,l(α)

(f(t, x) − aCn−1,l(α))+ dxdt

となる.

以上より (5.10)とA = 1から

(β − α − 1)
∑

(µ,j)∈Jn

|∗D−
µ,j(β)| ≤

∑
l

∫
D+

n−1,l(α)

(f − aCn−1,k(α))
+

≤
∑

l

|D+
n−1,l(α)| = 2

∑
l

|E+
n−1,l(α)|

= 2 × 4n+2
∑

l

|E+
n,l(α)|

となる. (5.15)に代入して

|E(β)| ≤ 256 × 32n

β − α − 1

∞∑
n=1

∑
l

|E+
n,l(α)| ≤ 256 × 32n

β − α − 1
|E(α)|

となる. �

定理 5.3の証明. p0 < b
A
とおく. 定理 5.9と Fubiniの定理を用いて∫

W+

ep0f(t,x) dxdt ≤ ep0aU

∫
W+

ep0(f(t,x)−aU )+ dxdt

= ep0aU

∫
W+

p0

(∫ (f(t,x)−aU )+

0

ep0α dα + 1

)
dxdt

= ep0aU

(
p0

∫ ∞

0

ep0α

∫
W+

χ{β ; (f(t,x)−aU )+>β}(α) dxdtdα + |W+|
)

≤ ep0aU

(
p0

∫ ∞

0

ep0α(Be−
b
A

α) dα + 1

)
|W+|

= ep0aU

(
p0B

∫ ∞

0

e(p0− b
A

)α dα + 1

)
|W+|
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となる. 同様にして∫
W−

e−p0f(t,x) dxdt ≤ e−p0aU

∫
W+

ep0(aU−f(t,x))+ dxdt

≤ e−p0aU

(
p0B

∫ ∞

0

e(p0− b
A

)α dα + 1

)
|W−|

となる. 従って∫
W+

ep0f(t,x) dxdt

∫
W−

e−p0f(t,x) dxdt ≤
(

p0B

∫ ∞

0

e(p0− b
A

)α dα + 1

)2

|W+||W−|

が従う. �
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